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МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА БЕСКОНЕЧНОЙ РЕШЕТКИ 
ПРИ РАСЧЕТЕ МНОГОЭЛЕМЕНТНЫХ АКУСТИЧЕСКИХ АНТЕНН

М . Д .  С м а р ы ш ев

Рассмотрена модификация метода бесконечной решетки примени­
тельно к расчету многоэлементных акустических антенн, позволяющая 
исключить появление так называемых резонансов бесконечной решетки, 
приводящих при определенных соотношениях между периодом решетки 
и направлением компенсации к появлению бесконечных величин сопро­
тивления излучепия. Приведены результаты сопоставления параметров 
аптепп, определенных с помощью предлагаемого и более точных методов.

Расчет таких параметров многоэлементных излучающих антенн, как 
сопротивление излучения или коэффициент концентрации, обычно весьма 
сложен. Даже в тех случаях, когда известны взаимные сопротивления из­
лучения элементов антенны (ненаправленные элементы, круглые поршни 
или протяженные полосы в жестком экране и т. п.), расчет полного сопро­
тивления излучения многоэлемеытпой антеппы как суммы взаимных со­
противлений весьма громоздок и часто не позволяет выявить основные за­
кономерности рассматриваемого явления.

В связи с этим в настоящее время при рассмотрении задач излучения 
(как впрочем и в ряде смежных задач, например дифракции) довольно 
эффективно используется метод бесконечной периодической решетки, за­
ключающийся в том, что реальная периодическая структура заменяется 
аналогичной бесконечной. Применительно к задачам излучения такая за­
мена основана на физически очевидном предположении о том, что сопро­
тивление излучения элемента большой периодической и аналогичной бес­
конечной антенн примерно одинаковы. Математически же рассмотрение 
бесконечной структуры существенно упрощается в связи с появлением 
возможности аппроксимации характеристики направленности гипотетиче­
ской антенны из ненаправленных элементов, находящихся в центрах ре­
альных, периодической 6-фупкцией, что, естественно, позволяет легко вы­
числять интегралы, определяющие соответственные параметры антенны.

Насколько нам известно, впервые метод бесконечной решетки для рас­
чета акустических антенн (в несколько ином виде) был предложен Кар- 
новским в работе [1] и в дальнейшем успешно использовался и развивал­
ся в ряде работ других авторов применительно к акустическим и электро­
магнитным антеннам.

Анализ сопоставления результатов расчета параметров антенн методом 
бесконечной решетки и более строгими методами показывает, что точность 
расчета существенным образом зависит от того, находится ли в плоскости 
расположения центров элементов осповной или какой-нибудь из дополни­
тельных (равных основному) лепестков характеристики направленности 
решетки. Если не находится, то даже при малом числе элементов метод 
бесконечной решетки дает практически правильный результат. Если же 
основной или один из дополнительных лепестков сечется плоскостью, в ко­
торой расположены центры элементов антенны, то погрешность метода
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Фиг. 1 Фиг. 3

бесконечной решетки становится большой, причем она тем больше, чем 
меньше число элементов реальной антенны. В случае же двумерной антен­
ны, направление основного или одного из дополнительных лепестков ко­
торой лежит в плоскости расположения центров элементов, метод беско­
нечной решетки приводит к результату, не имеющему физического смысла 
для конечных (даже и многоэлементных) антенн, а именно: давление на 
поверхности элемента и его сопротивление излучения стремятся к беско­
нечности, а коэффициент концентрации всей антенны — к нулю.

Для исключения этого недостатка в ряде работ (в том числе в рабо­
те [2]) предложены несколько иные методы аппроксимации квадрата ха­
рактеристики направленности .решетки. Ниже рассматривается один из 
возможных способов такой аппроксимации, сочетающей сравнительную 
простоту с достаточной для решения практических задач точностью.

Характеристика направленности N  ненаправленных элементов, обра­
зующих эквидистантную линейную решетку с периодом <2, как известно, 
может быть записана следующим образом:

где а=sin0, u0=sin 0о, N  предполагается нечетным, а текущий угол 0 и 
угол компенсации 0О отсчитываются от перпендикуляра к оси решетки.
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При отношении dN к А,, стремящемся к бесконечности, последнее выра­
жение обращается в периодическую 6-функцию

( 2)
71 =  —  ОО П = * г  —  СО

причем И п = П  —  +  и 0.
d

Физический смысл этих преобразований заключается в том, что при 
стремлении N к бесконечности основной и дополнительные максимумы 
характеристики направленности решетки обостряются и обращаются 
в 6-функции (положения которых на оси переменной и определяются так 
же, как п положения единичных максимумов характеристики направлен­

ности решетки  ̂sin 0„ =  п —  + sin 0О .

Мы будем аппроксимировать выражение (1) не периодической 6-функ­
цией, а периодическим набором прямоугольных импульсов, Ф7,(и—ип) 
середины оснований которых лежат в точках ип. Высота импульсов равна 
единице, а ширина выбирается из условия равенства интегралов по и от 
X/dN&(u—un) и Ф,,(и—ип), т. е. определяется выражением %/dN=X/ly где 
l=dN — расстояние между центрами крайних элементов антенны. Будем 
полагать, что отношение 1/К есть конечная, хотя и большая, величина

1). Таким образом, можно написать

(3)
1

~N

( N - D / Z ОО

—  е - ' М ( « - и . ) =  V  Ф п ( в - ц п ) ,

,,=■_< Л '- | ) / 2 п~ — <х>

где по-прежнему А,
и»=п —  + и0. 

d
Рассмотрим интеграл вида

со1= С /(гг) Ф „(к-и»)-
du

VI - и 7

в котором f(u) медленно изменяющаяся на интервале изменения и, рав- 
пом Х/1У функция. На фиг. 1 условно показаны различные положения пря­
моугольного импульса, аппроксимирующего основной или дополнитель­
ный максимум характеристики направленности, там же пунктиром изо­
бражено поведение функции (1—и2)-',г и штриховой линией — функции 
/(и).  Если V2ly величина интеграла /  вещественна и приближен-
no равпа произведению ширины аппроксимирующего прямоугольника на 
значение подынтегральных функций в точке ипу т. е. величине
—  /(ц п) (1—tt„2)" Vf. На границе рассматриваемого интервала изменений иу 

т. е. при 1 |  =  1 —Х/2/ интеграл I  равен -^-/(цп) [‘-(‘-£ )Г  • * -
I

тывая, что l/K> 1 можно приближенно написать

У н п л Г А _
41

%

Т Х  4 /  \  Г Х  1 1  4( \  Л1 1‘=Т,Ы т _1г ~т,м V--
При 1 -

9/
|цп|<1  часть прямоугольного импульса выходит за пределы
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интервала —1,1 и интеграл I становится величиной комплексной. В лом  
случае функция (1—и)~" на интервале интегрирования изменяется быст­
ро и величина интеграла может существенно отличаться от произведения 
подынтегральных функций в точке и п на Я//.

Рассмотрим случаи | ип\ =1. Приближенно можно написать
1+  —21 1+  —2i

/= J/(«)-^=.= /(О J -^=.= /(1) J3 _uf j  1/4_J
da

V l-tr V I- ir
1 - 1 -2/ 21 21

1 + a*:

- i/ ( l)  J
dii

г « « 0 ^ т ) -
Последнее равенство получено в результате разложения функций

aresm ” ArshV ( i + i ) ' - 1’
получающихся после вы­

числения интегралов, в ряды с учетом того, что l/X> 1.
1акпм образом, и при |н п|= 1 —Х/7 п при |и „ |= 1  действительная часть 

интеграла равна f (an)VX/l. Мы будем предполагать па этом основании, что

О 20 00 60 
Фиг. 4

80 О

в промежутке между этими значениями а п действительная часть величи­
ны /  также равна j ( u n)Y k i l .  Мнимая же часть I  линейно возрастает от О 
при \ип\ = 1 —Х/1 до /(1)/УАЛ при | и„| =1.

Вычисление величины интеграла I  при | и„ |>1  можно провести совер­
шенно аналогично тому, как это делалось для случая |в п|< 1 . Разница 
заключается только в том, что рассуждения, приведенные при вычислении 
действительной части интеграла, будут применимы теперь при вычислении 
мнимой части п, наоборот. В результате получим следующее выражение:

N- 1
•  1 2

2

(4) J  /(гг) £  y = = N  J  /(и) dU

q=. ,v - i
П = — <Х>

V I-г г :

= т ! > - >
П =  — оо
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гд е

P(w„) =

[ J M . „ я,

y.l-Un i

ilUil | | ̂  X
2 dN

1 {UnJ |
f d N

л - i / d ) } ,  ( l“-l , , + 1 J

< UpH l  2dN < lu J < 1

/ ( ! ) ] /
dN r
~ L

•

“ V K | )  +  l ]  l/(u „ )] / ^

при

1 . Jilin)
1 Vm„2—1

ZaN
X

при | w j > l + ------
2 dN

С помощью этого выражения можно рассчитать ряд параметров конеч­
ных протяженных антенн, причем трудоемкость расчетов не на много 
больше, чем для расчета параметров аналогичных бесконечных антенн и 
существенно меньше трудоемкости точных расчетов.

Так, можно показать, что звуковое давление, развиваемое антенной, 
которая состоит из N излучающих полос, эквидистантных вдоль оси х 
и лежащих в жестком экране, определяется выражением

N - 1  h

В этом выражении w0A (х ' ) — распределение колебательной скорости па 
поверхности полосы вдоль оси х, h — ширина полосы, z — коордипата, от­
считываемая по перпендикуляру к плоскости антенны.

Интеграл по х  с точностью до сомножителя h представляет собой ха 
рактеристику направленности полосы Пп (и) , поэтому

N - i

т

(5) Р (ж, z) =
O C w J l  7  ’П  e«<*u+l /l-u*)- -- J 2  ̂ е-,к"'Ни- и °>Дп(и )—  da.

VI-и-
N - i

При больших величинах х  и z действительная и мнимая составляющие 
последпего сомножителя этой формулы описываются быстро осциллирую­
щими функциями, и для вычисления интеграла по и пельзя воспользо-
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ваться выражением (4). Однако его можно применить для определения 
поля вблизи центральной в антенне полосы. В этом случае в соответствии 
с выражением (4) имеем:

причем при вычислении (}(и„) под f (un) следует понимать выражение
Д.(»п)вЛ<яв*+в/1" ,|»1>.

Для оценки погрешности приближенной формулы (6) производился 
расчет распределения поля на поверхности излучающей полосы (z=0) 
при А ( х ' ) =  1 по формуле (6), по точной формуле

и но формуле, справедливой для бесконечной решетки

а

В тех случаях, когда основной или дополнительный максимум харак­
теристики направленности решетки не лежит в плоскости решетки, а чис­
ло элементов N сравнительно велико, расчет по формулам (6) —(8) при­
водит к практически одинаковому результату. Когда ип при любом п 
близко к едипице (когда направление основного или дополнительного 
лепестка составляет малый угол с плоскостью антенны) при малом числе 
элементов Ny расчет по приближенной формуле (6) дает результат суще­
ственно более точный, чем по формуле (8), хотя при некоторых величинах 
х наблюдается большое расхождение с результатом точных расчетов по 
формуле (7). При сравнительно большом числе элементов (20-^40) фор­
мулы (G) и (8) обладают примерно одинаковой погрешностью. Сказанное 
иллюстрируется фиг. 2, где показано распределение звукового давления на 
поверхности центральной полосы антенны, состоящей из таких же полос 
при <2=А=ЗА/2л;, 0о=8О° (сплошными линиями показаны результаты рас­
чета но точной формуле (7), штриховыми — по приближенной формуле
(6) и пунктирной — по формуле (8), справедливой для бесконечной перио­
дической структуры).

На фиг. 3 показаны результаты расчетов для тех же случаев, что и на 
фиг. 2, но при 0о=9О°. В этом варианте u0= l  и по формуле (8) получается 
результат, не имеющий физического смысла для антенн конечных, а имен­
но р(х) стремится к бескопечности при любых х. В этом случае прибли­
женная формула (6) дает результат, практически хорошо совпадающий 
с точным расчетом, причем относительная погрешность тем меньше, чем 
больше число элементов антеппы N.

Зная давление, развиваемое всеми работающими элементами на по­
верхности центрального элемента, легко определить и его сопротивление
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излучения

(9)
Н

где Я  —размер элемента вдоль оси г/, а при вычислении р(и;1) под f(u) 
следует понимать R n (u n).

На фиг. 4 и 5 показаны результаты расчета безразмерных (отнесенных 
к рchH) величин активной г /  и реактивной х /  составляющих сопротив­
ления излучения центрального элемента антенны, состоящей из 9 полос

в функции от угла компенсации 00. Сплошными линиями нанесены ре­
зультаты точных расчетов, штриховыми — приближенных (формула 9) 
и пунктирными — результаты расчетов по формуле, справедливой для 
бесконечных антенн. Расчет выполнен для случая d / X = h / ) .= 0 f i .

Из сопоставления кривых фиг. 4 и фиг. 5 видно, что приближенная 
формула дает практически хорошее совпадение с расчетами по точной 
формуле. Заметим, что вычисления, производимые для других величин Я, 
показывают, что с ростом числа элементов антенны увеличивается точ­
ность расчета по приближенной формуле.

Изложенный приближенный метод можно распространить на более 
широкий класс задач, если сделать предположение о том, что сопротивле­
ние излучения элемента криволинейной антенны равно сопротивлению 
излучения этого элемента, лежащего в плоской гипотетической антенне, 
состоящей из таких же элементов и касательной к рассматриваемой ан­
тенне. Элементы плоской антенны компенсированы в том же паправлопни, 
что и криволинейной.

Для примера рассмотрим круговую цилиндрическую компенсирован­
ную антенну, рабочий сектор которой составляет 2я|)0. Элементы антенны 
представляют собой полосы, высота которых Я значительно больше дли­
ны волны. Пусть на рабочем секторе антенны расположено 2Л/-И элемен­
тов, пронумерованных от —М  до +М. Угловое расстояние между элемен­
тами равно \\>0/М  и угол между осью сектора и радиусом, проходящим 
через центр элемента с номером q, равен Аптениа компенсирована
вдоль оси рабочего сектора и угол между нормалью к поверхности элемен­
та с номером q и направлением компенсации фд равен qty0M.

Учитывая, что сопротивление излучения элементов с номерами q и — q 
одинаково, а также принимая во внимание наличие амплитудного распре­
деления aq, можно написать активное сопротивление излучения всей ан­
тенны следующим образом:

а б

Фиг. 6

(Ю)
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г д е

- {
0,5

1

при q= 0 
при q>О’

Я- (и,»)

М М»

V i-» « n '
при |а9П|^ 1 — -

Д 2(иqn № при 1
Я

2 dN

2dN

Л*(1)
dN Iг 2<2А
Я 1L Я (l-|u ,„ |+ l) j

при 1< |и ,„1< 1+ - X.
2dA

О при I uqn I > 1  +
X

2 dN

Ч а п  —  XI — г~ 4 " IX«20 > ««70 sin Cfd 1V' M
где d — расстояние между центрами соседних полос, приближенно равное 
йт|)JM, если R — радиус направляющей цилиндрической аптепны.

Давление, развиваемое элементом аптепны с номером д, в дальнем 
поле определяется выражением

pq= - i
. kpcHhw0a(

2 nr л »(ф*)«№г.

отсюда модуль давления, создаваемого всей антенной при компенсации ее 
в направлении ср=0, имеет вид

\р\ =
kpcHhWt

м

ЯГ У ,  (ф,)  .
О

Теперь уже легко найти коэффициент концентрации всей аптенны и его
отношение к коэффициенту концентрации плоского равновеликого экра-

т, / ^  4л//2й sin ф0 чпировапного поршня л „п (величина К Ш1 равна ------- —-----— )

( Н )
К 4л 1

рг | 2
со0 1 V

■К п а  Р С Гв 4лЯ2Л sin фо

м 2 
^  Л,я,Яэ(и,„)

__ фо 9= 0

М  sin ф0 •
М  со

Г),Я,,2 М О
q=Q 71=—оо

Заметим, что физический смысл второго сомножителя формулы (11) весь­
ма прост. Числитель с точностью до постоянного сомножителя равен квад­
рату давлепия. Зпамепатель же, пропорциональпый активному сопротив-
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лению излучения всей антенны, представляет собой сумму по ее элемен­
там, причем в качестве коэффициента выступает квадрат амплитудного 
распределения, а активпое сопротивление излучения отдельного элемента 
определяется суммой по п , каждое слагаемое которой учитывает излуче­
ние мощности в направлениях основного и дополнительных максимумов 
характеристики направленности гипотетических плоских антенн, каса­
тельных к поверхности цилиндра в месте расположения рассматриваемых 
элементов. При практически интересных волновых расстояниях между 
центрами элементов d/X=0,5-г-1 в сумме по п имеется одно —три слагае­
мых и расчет по формуле (11) не представляет большой сложности.

В знаменателе выражения (11) можно поменять местами суммирова­
ние по q и п. Тогда сумма по q при п=О пропорциональна мощности, из­
лучаемой всеми элементами в направлении компенсации рабочего сектора, 
сумма по q при гг= —1 определяет мощпость, излучаемую в направлениях 
минус первых дополнительных максимумов характеристики направ­
ленности гипотетических плоских антенн и т. д. Поскольку при фиксиро­
ванном отношении d/X наибольшее число дополнительных максимумов 
этих антенн имеется па краю рабочего сектора, то суммы по q для разных 
п  будут начинаться с разных значений qn и только при п=О величина q0 
будет равна пулю. Сказанное иллюстрируется фиг. 6, где схематично 
показаны два участка круговой цилиндрической антенны — центральной 
и боковой в рабочем секторе, а также гипотетические плоские антенны. 
В обоих случаях основные лепестки гипотетических плоских антенн на­
правлены вдоль направления компенсации всей антенны (показанного 
стрелками), по в случае б), кроме максимума с гс=0, есть еще дополни­
тельный максимум с номером гг=—1. На фиг. 6, кроме того, показана 
характеристика направленности элемента антенны Яэ(ф).

Был проведен расчет отношения К/Кип по приближенной формуле
(11) и по точной (для больших Н/Х) формуле [3]

(12) W ' ~ ~ 2 i n ~ t --------------------■Knv 2R sin ifo 2n
f  Д а* (q>) dep
0

где Z?a(q>) — характеристика направленности круговой цилиндрической 
компенсированной антенны. При расчетах, результаты которых приведены 
па фиг. 7 и 8, полагалось, что &7?=32л, iJ>o=n/3, aq =  1, характеристика 
направленности элемента антенны предполагалась равной в переднем 
полупространстве едипице (фиг. 7) и cos ср (фиг. 8), а в тыльном — нулю. 
'Сплошные линии относятся к случаю расчета по точной формуле, штри­
ховые—по приближенной. На осях абсцисс отложено отношение d/X 
и так как при расчете величина рабочего сектора 2if0 и отношение радиу­
са антенны к длине волны предполагались постоянными, увеличение d/X 
соответствует уменьшению числа элементов в рабочем секторе. Видно, что 
с ростом d/X величина коэффициента концентрации падает, причем в рас­
сматриваемом диапазопе изменения d/X быстрее в случае Яэ(<р)=1, чем 
при (ф) =cos ф.

Это обстоятельство становится понятным, если принять во внимание 
замечаппя о структуре формулы (11). Действительно, падение коэффи­
циента концентрации вызывается ростом активного сопротивления излу­
чения за счет появления при d/X>0,55 па краях рабочего сектора участ­
ков антенны, излучение от которых направлено не только вдоль оси сим­
метрии рабочего сектора, но и в направлении существования дополни­
тельных максимумов гипотетических плоских антенн (см. фиг. 6).

Естествеппо, что при R0(ф). имеющей на углах, близких к 90°, малые 
уровни, излучение энергии вдоль дополнительных максимумов с номером



п= —1 меньше, активное сопротивление излучения антенны тоже меньше, 
а ее коэффициент концентрации больше. Поскольку приближения, поло­
женные в основу модифицированного метода бесконечной решетки, в ос­
новном относятся к  области углов, близких к 90° от нормали к антенне, 
ошибка в определении коэффициента концентрации по приближенной 
формуле тем меньше, чем меньше уровень характеристики направлен­
ности элемента в этих направлениях. Действительно, в случае, представ­
ленном па фиг. 8, ошибка не превосходит 1%, а на фиг. 7 — 10% в области 
d/X<0,6 и 4% при остальных <2/Л.

d/k

Фяг. 7 Фиг. 8

При уменьшении kR  в связи с уменьшением числа элементов антенны 
ошибка определения коэффициента концентрации возрастает и при 
k R = 8 n  достигает величины 16% для й э(ср)=1 и 4% для Дэ(<p)=cos<p.

Для расчета коэффициента концентрации круговой цилиндрической 
антенны по формуле (11) необходимо задаваться TV-числом элементов 
гипотетической плоской антенны. Из физических представлений ясно, что 
это число должно быть порядка половины общего числа элементов в рабо­
чем секторе антенпы, т. е. порядка М. Нами проводились расчеты коэф­
фициента концентрации по формуле (11) при N=M\ М/2; 2М. Результаты 
расчетов показали, что разница при указанных значениях N  не превос­
ходит единиц процентов и наиболее точный результат соответствует 
N=M.

Таким образом, предложенная модификация метода бесконечной ре­
шетки позволяет определять ряд параметров акустических аптепи с до­
статочной для практических целей точностью. Кроме того, расчетные 
формулы, полученные выше, обладают довольно ясным физическим смыс­
лом, и их структура позволяет в ряде случаев производить качественный 
анализ различных зависимостей.
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