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ИМПЕДАИЦ ИЗЛУЧЕНИЯ И КОЭФФИЦИЕНТ ОСЕВОЙ 
КОНЦЕНТРАЦИИ КОЛЬЦЕВОГО ПОРШНЯ НА БЕСКОНЕЧНОМ

ПЛОСКОМ ЖЕСТКОМ ЭКРАНЕ
В .  П .  У с о в

Получены выражения для имиеданца ызлучепия и коэффициента осе­
вой концентрации кольцевого поршня на бесконечном плоском жестком 
экране. Приведены расчетные графики. Дан анализ полученных резуль­
татов.

Импеданцу излучения и коэффициенту осевой концентрации акусти­
ческих излучателей простейшей формы (круглый и квадратный поршни) 
посвящено большое количество работ, например [ 1 , 2 ], и исследованы они 
достаточно подробно. Решение аналогичной задачи для излучателей другой 
формы встречает значительные трудности и в большинстве случаев до на­
стоящего времени неизвестно.

' В предлагаемой работе рассматривается кольцевой поршень с постоян­
ным распределением колебательной скорости, расположенный на бесконеч­
ном жестком плоском экране (фиг. 1 ).

Для решения поставленной задачи воспользуемся методом, предложен­
ным Боукемпом [3], который показал, что комплексный механический им- 
педанц излучения плоского излучателя 
на бесконечном жестком плоском экра­
не может быть вычислен путем интегри­
рования квадрата характеристики на­
правленности по действительным и мни­
мым углам 7 . Для осесимметричного из­
лучателя с постоянным распределением 
колебательной скорости выражение, 
предложенное Боукемпом, имеет вид

(1) Z= R+ jX=
g 2n/2+joo

= 2 ярс—  j  [F (f) ] 2  sin d'f,
О

г,™ т> .. v  Фиг. 1. Схематическое изображениегде R  n  X -  соответственно акти вная и кольцевого поршня
реактивная составляющие имиеданца 
излучения, рс — характеристическое со­
противление среды, S — активная площадь излучателя, ?. — длина волны, 
F (4 ) — нормированная характеристика направленности, ^ — угол между 
нормалью к поверхности излучателя и рассматриваемым направлением. 

Путь интегрирования должен быть следующим [4]:
Я /2 +joo  п /2  я / 2+Joo

Й J -J + J
О 0 Я /2 +jO 9
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где интеграл от 0  до л / 2  определяет активную составляющую импеданцэ 
излучения, а интеграл от я / 2 +jO до я / 2 +/°° — реактивную.

02 п£2
(3) Я = 2 лрс— J l 2 s in 7  d'Y,

о
^Л/2+Joo

(4) Х=2лрс —  j  [/'’(■у) ]2sin |уй,у.
л /2+jO

I

В свою очередь коэффициент осевой концентрации осесимметричного из­
лучателя имеет следующую связь с характеристикой направленности и 
активной составляющей импеданца излучения [5]:

(5) К  = --------- --------------.
Л/2

J  [F(y)]2 *s my d y
о ‘ .........

Характеристика направленности рассматриваемого кольцевого порш­
ня с конечной шириной излучающей поверхности может быть представ­
лена в виде выражения [ 6 ]

(6) F (T )
1М

2Jl (kasin'() , 2Jl (rkasin y)
ka sin y

- г 2
rka sin y j

где k=2n/A  — волновое число, а —внешний радиус кольцевого поршня, 
г= a ja  — нормированный внутренний радиус кольца, а{ — внутренний ра­
диус кольцевого поршня, — функция Бесселя первого рода первого по­
рядка.

Возведение в квадрат и подстановка выражения (6 ) в формулы (3),
(4) и (5) приводит к следующим соотношениям:

(7) Д = 2 я р с ^ -  (Ai+Аг+Аз),
А

(8 )

(9)

где

( 10)

(М )

( 12)

(13)

Х =2ярс—  (В.+В.+В,), 
А

К  = 2
A t+A2+As 9

А , - ___ * _ (  Гa -г2)2 J L( 1 - г 2)
2Ji(kasiny) 

ka sin у
J sin у dy,

2 лг2 2 / 1  (/casing) 2Jt (rka sin y)
(1 —r 2 ) 2 J ka sin "f rka sin у

A,=- sin у dy,

B,

г* 7 Г2/,(г*ав1пт) Y  . ,J Sm̂
= — !—  J f  Ш,

(1-,■■)'*«•> L H k a Y + f  j

f
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(14) В , = -
2r‘

<Х>

12Jl (H k a ) l+ f )  2 /1( rV (b )2+J2)
( 1 - r T b  y(/ca)2+ f  ( rV (b )2+ f)

dt,

(15) B ,= —  ff
■r*VkaJ L

2Jt (ry ( к а у -h f) ]V
(1—r2) 2/ca  ̂t  rV (lea) z+t2

При выполпеыии указанных преобразований в выражениях (13) — (15) 
была сделана замена переменных t —Jka cos 4 , в результате которой ин­
тегрирование по мнимым значениям угла f  от /О до /°° при R e ( “f)  = я/2  
заменяется интегрированием вдоль действительной оси t от 0 до °°.

Вычисление интегралов в формулах (10), (12), (13) и (15) не встре­
чает особых затруднений [1, 7]. В результате решения получим следую­
щие соотношения

2 Г , /,(2*0) т
L ка \  ’

(16) А , =

(17)

(18)

(19)

B t

В  3

(1 -г* )  *(*«)*
2г*

(1 -г*)2(Ао)‘
2

(1—г2) 2 (Ага)3 
2

[1 -

ка 
J1 (r2ka)1 

rka J 5

Hi (2ка) ,

Н{(г2ка),
(1—г2) 2(Аа)

где //i — функция Струве первого порядка. 
Разложив при помощи формулы

bz \  м / cz ' v

/„(bz)/v(cz) =  ----——— -------  \

cz
2 )

2 п

Г ( |i+ l) П = 0 re!r(v+H+l)
X

X / i ( - b, -v -re ; p + l;  Ь7с2)
произведение функций Бесселя в выражении [11] в бесконечный ряд
[7] и выполнив интегрирование и несложные преобразования, получим 
следующее выражение для составляющей А г активной части импеданца 
излучения:

(20) А , = - 2 г
- г 2) 2 2 j

( - 1  )" (* a ) 2 п

(1 —г2) 2 ^ —12"(ге+ 1)! ( 2 к + 1 ) !!
X

X 2Fi ( - n 1 —1—/г; 2; ?’2), .
где iFt(—n7 — 1—п; 2; г2) — гипергеометрический ряд, Г — гамма-функция. 

Воспользовавшись разложением Ломеля [8]

( - - ГI 2 /  -  v+w
(z+h)~"/2Jy{1z+h)=  ^ ---------т----z 2 / , +m(Vz),

та!
»» =  0

преобразуем подынтегральную часть уравнения (14) и, выполнив интег­
рирование и некоторые преобразования, окончательно получим состав­
ляющую реактивной части импеданца излучения В2 в следующем виде:

( 21) В*= - 4 г2
оо со

V  V
( _ l ) ”‘ + » ( r ) 2 n ( ^ a )2(m+n)

(t-r*)*(fta) 2,2n+’"’ (2m +l)!! (re+1) \m\n\
H I  0 Ц  = : 0

X

X 2P 1 (0,5, — m—0,5; n+2; r2).
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Формулы, полученные в настоящей работе, могут быть использованы 
для расчета импеданца излучения п коэффициента осевой концентрации 
различных кольцевых излучателей с конечной шириной излучающей по 
верхности.

Отметим некоторые особенности, которые связывают полученные в на­
стоящей работе формулы с известными ранее. Так, при радиусе аи рав­
ном нулю (г=0), выражения (17), (19) — (21) обращаются в пуль. 13 ре­
зультате формулы (7) — (9) приводятся к известным соотношениям для

RlpcS

Фиг. 2. Зависимость активной составляющей 
удельного импеданца излучения кольцевого 
поршня от волнового размера ка. Кривые 1—5 
соответствуют значениям параметра г от 0,1 до

0,9 с шагом 0,2

Фиг. 3. Зависимость реактивной составляющей 
удельного импеданца излучения кольцевого 
поршня от волнового размера ка. Кривые 1 -5  
соответствуют значениям параметра г от 0,1 до

0,9 с шагом 0,2

импеданца излучения и коэффициента осевой концентрации круглого 
поршня. Если радиус а, стремится к радиусу а (?•-*-1), то результаты рас­
чета по формуле (9) хорошо согласуются с результатами, получаемыми 
по формулам для коэффициента осевой концентрации тонкого кольца [ I].

На фиг. 2 и 3 приведены графики изменения активной и реактивной 
составляющих удельного импеданца излучения кольцевого поршня в за­
висимости от ка для некоторых значений нормированного радиуса г. Если 
для круглого поршня активная составляющая удельного импеданца излу­
чения растет, достигая при ка» 2 значения единицы и при дальнейшем 
увеличении аргумента, затухая, колеблется относительно этого уровня, то 
для кольцевого поршня с увеличением параметра г рост значительно за­
медляется, и единичный уровень достигается значительно позже. То же
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самое можно отметить и для реактивной составляющей удельного импе- 
данца. Если для круглого поршпя максимальное значение, после которого 
кривая начинает стремиться к нулю, достигается при ка~  1,3, то для коль­
цевого поршня с параметром г = 0,5 такой максимум имеет место уже при 
ка=4,5. Тем не менее сохраняется основная закономерность стремления 
активной составляющей удельного импеданца при больших значениях ар­
гумента ка к единице, а реактивной к нулю. Расчеты показывают, что 
эта закономерность будет выполняться при условии (1—г)/еа>3,5.

Фиг. 4. Изменение коэффициента осевой концентрации 
кольцевого поршня в зависимости от волнового размера 
ка. Кривые 1 -5  соответствуют значениям параметра г от 
0,1 до 0,9 с шагом 0,2; кривые 6, 7 — асимптотическое 
изменение коэффициентов концентрации «тонкого» коль­

ца и круглого поршня

Г р а ф и к и  и з м е н е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  о с е в о й  к о н ц е н т р а ц и и  в  з а в и с и м о с т и  

о т  к а  п р и в о д я т с я  п а  ф и г .  4 .  Д л я  с р а в н е н и я  ш т р и х п у н к т и р н о й  и  п у н к т и р ­

н о й  л и н и я м и  п о к а з а п ы  с о о т в е т с т в е н н о  а с и м п т о т и ч е с к и е  л и н и и  и з м е н е н и я  

к о э ф ф и ц и е н т а  о с е в о й  к о н ц е н т р а ц и и  т о н к о г о  к о л ь ц а  и  к р у г л о г о  п о р ш п я  [ 1 ] .  

Н а  г р а ф и к а х  о ч е в и д е н  п о с т е п е н н ы й  п е р е х о д  с  и з м е н е н и е м  п а р а м е т р а  г  

о т  к р у г л о г о  п о р ш н я  к  т о н к о м у  к о л ь ц у .
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