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Методом преобразования Фурье — Бесселя рассмотрена гранично- 
контактная задача об излучении точечного источника, который распо­
ложен на круглой пластине, отколотой от бесконечной упругой пласти­
ны, опирающейся на жидкое полупространство.

Пусть полупространство z>0, заполненное жидкостью с плотностью р 
и скоростью распространения звука с, ограничено бесконечной тонкой 
упругой пластиной плотностью р0 и толщиной Н. Бесконечно тонкая коль­
цевая трещина откалывает круглую пластину радиуса а, в центре которой 
приложена точечная сила F единичной амплитуды, изменяющаяся с час­
тотой со. Начало цилиндрической си­
стемы координат поместим в точке 
приложения силы (фиг. 1 ).

Задача состоит в определении 
функции ф(г, z) — акустического по­
тенциала непрерывной вплоть до г=а 
при z= 0  (т. е. на трещине) и удов­
летворяющей: 1 ) однородному урав­
нению Гельмгольца

Дф-Ь&1 2ф=0 0<2<со;

2 ) условию излучения; 3) граничному условию — уравнению колебаний 
пластины, учитывающему действующие на нее силы и наличие трещи- 
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где коэффициенты А п таковы, что имеют место гранично-контактные усло­
вия, т. е. условия незакрепленности концов пластин:
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Здесь& =  —— волновое число в
с

\ П/ РоЯо)2 жидкости, %= у ——------ волновое число

изгибных колебаний свободной пластины _  приближенное (в

области низких частот) значение волнового числа для изгибных волн в 
пластине, опирающейся на жидкость, D  и а — соответственно цилиндри­
ческая жесткость и коэффициент Пуассона пластины.

Решение удобно искать в виде суммы двух функций (p=cpi+<p2, где ф! — 
потенциал в присутствии сплошной пластины, а ф2 — добавка, обусловлен­
ная наличием трещины. Задача отыскания поля ф! решена в работе [2]; 
в наших обозначениях ее решение имеет вид

Ш  ф! (Л z) = f <й,
Го

где « ( Я ) —*(Л,4- х 4) - в в и
Тогда ф2 удовлетворяет следующим соотношениям:
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где момент М  и перерезывающая сила Q , создаваемые потенциалом ф,, 
равны:

Л/ =  Г-у- [ А,2/ 0 (Аа) —  -----X J t (Xa)  KdA;
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Функцию ф2 ищем в виде преобразования Фурье — Бесселя 

14) Ф o ( r , z )  =  j f ( X ) e ^ J 0( X r )X d X .

Го

Подставив формулу (4) в граничное условие (2), получим 

(5) /  (Я) =  4 -  [ (с0+сЛ*) Jo (Ха )  -  (сД+сД’) / ,  (Ха)  ],
L

где с0=Ло, с х= Л ,  + +
2Л ;

с3= — А 3. Констапты

Co, c h с*2 , с3 определим из граничпо-коптактных условий (3).
На двулистной римаповой поверхности X  (фиг. 2) осповной лист фикси­

руем условием R e 'у^О па контуре интегрирования Г0, что соответствует 
условию излучения. Контур Г0 обходит точку ветвления + к  снизу; разре­
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зы проведены штриховыми линиями. Полюсы Я« подынтегральной функ­
ции определяются уравнением £(Я)=0 и при низких частотах {кН< 1) в

. г я п  i ---- '
первом приближении равны [3]: %n=±qe  5 , п = 0, 1, 2, 3, 4. На основ­
ном листе комплексной плоскости Я расположены полюсы ±Я0, ±Я4 и ±Я4. 
Далее, развернув контур Г0 в контур Г, идущий из — °° в +<» и обходящий 
полюс —Я0 и точку ветвления —к  сверху, а +Я0 и +к — снизу, и подставив

Фиг. 2 Фиг. 3

формулы (4) и (5) в гранично-контактные условия (3), придем к необходи­
мости вычисления выражений типа

(6) П т  ( Х а ) Н ^  ( l r ) K d K ,
r-»a±0 j ,  I*

~  ^ = ° > 1
(7) lim J — {Ъг)П-2) (Xa)ldX.

г->а± 0 р  I 
2 = 0

При z -*0 интегралы ( 6 ) и (7) расходятся. Поэтому перед предельным пе­
реходом нужно соответствующим образом деформировать контур интегри­
рования. Сходимость интегралов (6 ) обеспечивается деформацией контура 
Г в контур Г.(., охватывающий разрез в верхней полуплоскости Я. В инте­
гралах типа (7) контур Г нужно деформировать в Г+ при г—а> 0 и в Г- 
при г—а<0, охватывающий разрез в нижней полуплоскости Я. При всех 
деформациях контура необходимо учитывать вычеты в пересекаемых по­
люсах.

Перейти к пределу по г можно только после перехода к интегрирова­
нию по одному берегу разреза Г+'(Г_/), так как при этом произойдет по­
нижение степени алгебраического выражения, стоящего перед функциями 
Ханкеля. Проделав все перечисленные операции, мы можем вычислить 
интеграл по берегу разреза либо методом скорейшего спуска, либо мето­
дом, предложенным Коузовым [4]. Тогда получим систему для неизвест­
ных коэффициентов с0, си сг, Сз. Точное решение этой системы уравнений 
очень громоздко и труднообозримо. Процесс вычисления коэффициентов 
упрощается, если считать радиус пластины большим по сравнению с дли­
ной пространственной (Л„р) и изгибной (Л) волн, т. е.
(8 ) ка> 1 , qa> 1 .
Поскольку q~k{kH)~4s, то для низких частот q>k. Опуская достаточно 
длинные промежуточные расчеты, мы сразу приведем приближенные зна­
чения коэффициентов:

Со=1,02
со Уqa
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являются периодическими функциями 2 да и

представлены на фиг. 3.
Введем расстояние R  и угол #, определяющие положение точки наблюде­

ния Р (фиг. 4). Применим к интегралам (1) и (4), описывающим поля, 
обычный метод стационарной фазы [5], используя неравенство кг=

1*поб1

=/fcffsin'&>l и соотношения (8 ). Тогда получим упрощенные формулы* 
описывающие поля вдали от источника и трещины:
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C3- i
где a; =  —- .

2 ;c3

Заметим, что в знаменатель функции ср2  вошло выражение Vein#, кото­
рое при '&=0 дает особенность. Однако формула (11) справедлива только 
при s in f t^ l /kR. С физической точки зрения это ограничение связано с 
фокусировкой на оси z лучей, пришедших от разных точек трещины.

Первые слагаемые в формулах (10) и (11) являются пространствен­
ными сферическими волнами, а вторые — поверхностными цилиндрически-
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ми. Для количественной оценки влияния трещины введем функцию влия-
__ ф 1  пов + ф 2 пов ф 1 п р " Ь ф 2 пр

ния для каждого типа волн х^п =  — ------------  и х*р =   --------------*. Для
ф 1 пов ф 1 пр

функции влияния поверхностной волны получим
е :29а - 1 0 , 3 4 л _ _ Q  / Q

Хдов=1+1,64е<<<*~|'<|-0>” ■ ■ у ^ 1 1 Х

X [ (oti+aa+as+l) cos qa+ a 2+ a 3--l)sin  qa].
В дальней зоне Хпов оказывается периодической функцией qa (фиг. 5). При 
этом

1 Хпов! min — 0,56
2а 9

при
т ~ " + 2 0 ’

1 Хпов 1 тах=  5,91 при
2  а 
Л~

Налицо достаточно сильные резонансные явления, связанные с отраже­
нием изгибной волны от трещины. Для сравнения напомним, что в задаче

о двух параллельных трещинах [ 1 ]

1 Хпов Imln 0

2а 1при
Т

=  п ------ ,
1 0  ’

1 Хп°в! тах==7
2  а 3при
Т

II а 1

£
|' •

В задаче о кольцевой трещине прямая поверхностная волна полностью не 
гасится, и се резонансное усиление несколько меньше, чем в задаче [ 1 ]. 

Явный вид функции влияния для пространственной волны

%пр=1+2,04 ] / - 4к  sin

ei27a+<0,i5.t_Q 7Q /  я  \
м * -п ,ия  — _ — cog / Jca sin *& — — )е*Ь,а-< 0.22л_0 Д1 \  4  /

показывает, что на амплитуду Хпр оказывает сильное влияние поверхности 
пая волна в отколотой пластипе, а в формировании диаграммы направлен' 
пости участвуют только пространственные волны. Эта диаграмма расщеп­
ляется на Е(ка— -^) +  1 лепестков, где Е(х)  означает целую часть х. На
фиг. 6  и 7 представлены оси лепестков диаграммы направленности при 
ка= 10 и 20. Для ближайшего к горизонту лепестка модуль функции влия­
ния при различных ка и q/k указан ниже.

2* 8 6 7



ka Я/h Ча q/h
10 20 30 1 50 100 10 20 30 1 50 100

10 214 484 727 1830 4420 50 717 1730 3170 9820 20600
20 295 672 1850 2700 8860 100 1210 3970 9620 14400 48900
30 364 1520 1900 4060 17700

Видно, что наличие трещ ины  приводит к  значительному резонапсному уси­
лению поля пространственной звуковой волны.

Основной вывод работы: реж имы  излучения волн источниками, распо­
ложенными на сплош ной пластине и н а  отколотой от нее части, могут рез­
ко различаться. То ж е  относится и  к  условиям  приема.
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