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Р А Д И А Л Ь Н О  В О З Б У Ж Д А Е М О Г О  У П Р У Г О Г О  Ц И Л И Н Д Р А

В . Е . Г л а з а н о в

Получспы выражения и произведен расчет активной и реактивной 
составляющих входного импеданца для случаев возбуждаемых радиаль­
но бесконечно длинного цилиндра, короткого цилиндра со свободными 
от напряжений торцами, а также ограниченного цилиндра с отношением 
длины к радиусу большим единицы, торцы которого нагружены па им- 
педанц излучения ZT.

Пусть сплошной цилиндр радиуса а, выполненный из упругого вещест­
ва с параметрами Ламе X и ц и коэффициентом Пуассона v, возбуждает­
ся радиально. Найдем входной удельный акустический импеданц на его 
боковых поверхностях в следующих случаях: 1) бесконечный упругий ци­
линдр; 2) свободный от напряжений на торцах тонкий диск и 3) цилиндр 
конечной высоты, нагруженный торцами либо на бесконечную однород­
ную, среду, либо на нолубесконечные трубы с абсолютно жесткими стен­
ками, также заполненные упругой средой. При решении задачи будем 
считать, что радиальное смещение и постоянно по высоте цилиндра,, 
а аксиальное смещение w не зависит от радиуса г, т. е.

Определим удельный входной импеданц на боковой поверхности цилинд­
ра как

Ог(2) Z„ = ---- г  при г =  а,
и

где Or — радиальная составляющая мехапического напряжения, й =  
= —ш и  — радиальная колебательпая скорость (выражающий зависимость 
от времени множитель е~ш здесь и в дальнейшем опускаем).

Для решения задачи запишем уравнения движения при аксиально- 
симметричных колебаниях цилиндра в форме Похгаммера [1]:

д2и дА дсое
р — - f r + а д - ^ + 2 „ _ У

d2w дА i d
Р - Г Г  =  (Я +  2м-)—------2ц — — (гсо0) ,dt2 dz г дг

где р — плотность, Д =

1 / ди

д(т) dw 
dzг дг  

dw
сое

1 ( о и  o w \

2 \  dz дг /
Радиальное напряжение в упругом цилиндре определяется цак

(я Г, N ди2 р ) ~  +  Л
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В первом из рассматриваемых случаев бесконечно длинного цилиндра 
можно решать задачу теории упругости о плоской деформации. При этом 
первое из уравнений (3) преобразуется к  уравнению Бесселя:

д ги  1 д и  и
——  + ------ --------- -- +  ki2u  =  О,
дг2 г  д г  г2

решением которого будет
(6) u = A J i ( k lr ) ,

где /  — функция Бесселя первого рода, ^=о> /  с£=  (со2р /  Я+2|х),/а — волно­
вое число для продольных волн в упругой безграничной среде, с* —ско­
рость продольных волн. Заметим, что

(7)
2р 1 — 2v ki (X +  2р)

pci.
к + 2\х 1 —v со

Выражение (2) с учетом (4), (6) и (7) при г=а принимает вид

\8 ) Z Bl =  Z t
Jo (ha) 

(к,а)
1 — 2v 1
1 — v к{а ]

На фиг. 1 приведены зависимости ZBr/  pci от kid, построенные на основа­
нии формулы (8) для Vi=0,l и л>2=0,5. Значения ZBX/  pct для 0 ,l< v < 0 ,5  
лежат между этими кривыми.

Во втором случае топкого диска, т. е. весьма короткого цилиндра, та­
кого, что нормальное напряжение az, а также касательные напряжения 
тГ2 и Тге можно принять равными нулю по всему объему цилиндра, вклю­
чая его торцы, задача сводится к рассмотрению плоского напряженного 
состояния упругого цилиндра [2], а уравнение движения принимает вид

дЧ  1 
дг2 +

ди  в  , ,  ,
— .--- -  +  кьЧ  =  О,

г дг г2

где kL=d)lcL—[p(dz{ l—v2) /Е] — волновое число для упругих продольных 
волн в тонкой пластинке, cL — скорость соответствующих упругих волн, 
Е — модуль Юнга.

Решение уравнения (9) имеет вид:
(10) u = B J ,( k jx ) .

В случае тонкого круглого диска радиальное напряжение выражается 
как

где X'= Ev/  1—v2. С учетом (10) и (11) выражение (2) дает при г=а

Из формул (8) и (12) видно, что импеданцы как бесконечно длинного, 
так и очень короткого цилиндра имеют чисто реактивный характер. При 
определенных волновых размерах наблюдается резонанс, т. е. ZBX=0. Ре­
зонансные размеры определяются следующими соотношениями:

— для бесконечно длинного цилиндра;

kLa =  1 — v — для весьма короткого цилиндра.
J i  (kjfl)

kid
J 0 (A?|fl) =  1 — 2v 
J 1 (kid) 1 — v
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На фиг. 2 представлены зависимости волновых радиусов цилиндра на 
резонансе от v, причем величина kL пересчитана к к{ по формуле kL=  
=/с,(1—v) (1—2v)“,/l. При малых v значения (k,a)v̂  практически совпада­
ют. С увеличением v наблюдается заметное расхождение кривых, что 
естественно, так как при v-*0,5 модуль упругости бесконечно длинного 
цилиндра E ( i —v) /  (1+v) (1—2v) значительно выше модуля Е /  1 -V  для 
тонкой пластинки.

Фиг. 1. Зависимость входного импеданца на боковой поверхности бесконечно длин­
ного цилиндра от волнового радиуса. 1 — v=0,l, 2 — v=0,5

Фиг. 2. Зависимость резонансного значения волнового радиуса (foa)pe3 от коэффи­
циента Пуассона. 1 -  бесконечно длинный цилиндр, 2 -  тонкий диск

Рассмотрим теперь третий случай — цилиндр конечной высоты, нагру­
женный по торцам средой с волновым сопротивлением рс. Нас будут инте­
ресовать вынужденные колебания цилиндра, возбуждаемого радиально, 
в области до его первого радиального резонанса. При этом для достаточно 
длинного цилиндра —с отношением высоты к радиусу h i  а>  1 —смеще­
ние w на торцах слабо зависит от радиуса г [3], и можно полагать, что 
торец колеблется как плоская поршневая диафрагма с w(r)=  const. Это 
предположение подтверждается результатами работы [4], где показано, 
что в области до первого радиального резонанса полубесконечного ци­
линдра импеданц излучения его торца совпадает с импеданцем плоского 
поршня. В случае цилиндра конечной высоты мы будем рассматривать 
его торцы как односторонние плоские поршни без экрана. Со стороны сре­
ды на торцы цилиндра действует звуковое давление р. Импеданц излуче­
ния торца ZT без учета его взаимодействия с противоположным торцом в 
этом случае можно записать как
(13) ZT= R r+iXT,
где Rr и Хг — активная и реактивная составляющие импеданца, вычислен­
ные Л. Я. Гутипым и представленные в виде графиков в работе [5]. Пред­
положим также, что цилиндр помещен внутрь возбуждающей его радиаль­
но цилиндрической обоймы, жесткость которой значительно превосходит 
жесткость цилиндра. При этом колебания цилиндра вдоль оси будут опре­
деляться волновым числом для продольных воли /с/ (естественно, что 
касательные напряжения на стенках обоймы принимаются равными 
нулю). Разместив начало координат в центре цилиндра, зададим смеще­
ние вдоль его оси в виде
(14) w=D sin ktz.
2 0 8



С учетом условия

z T =  - - £ - =
h

при z
го тио

можно найти выражение для смещения па торцах в виде

Р п  . klh =  D sin-И * I z = ± h / 2 m Z T 2

Определяя отсюда произвольную постоянную D и подставляя ее в (14),

sin ktz

получим
| ̂  ы V 1' *

(15) -  " ,  ■ id)

(16)
dw

и 8Z-
dz

kji
sm

pki cos kiz 
i<dZT . kth

sm Ч Г
Учитывая зависимость гт от координаты z, определим входной импеданц 
боковой поверхности цилиндра как

(17) Z — — СГГ
^вх — й

где
\ h / 2

(18)
I

<v= —h
I От dz

при г =  а,

- h / 2

среднее по высоте цилиндра радиальное напряжение на его боковой по­
верхности.
Учитывая (4) и (16), преобразуем выражение (18) к виду:

да
Ог= (Я+2ц) —  +, Я

/  и
+

2р
У(19) ............ ... .  ..... .dr \  r гсоЛА.

Подставляя теперь (19) в формулу для ZB* (17), получим

(20)

да . и 
(Х +  2 ^ ) — +  ХТ

ш а

2 рЯ

(x>2hZru
=  Z' +  Z".

С учетом соотношения (1) смещепие и определяется выражением 
подставляя которое в формулу (20), получим

(21) * - * ;  •

(6 ).

Таким образом, импеданц можно представить состоящим из двух ча­
стей, первая из которых Z' равна импеданцу бесконечно длинного ци­
линдра (см. формулу (8)), а вторую Z" можно определить исходя из гра­
ничного условия на торце:

/ да . а \
(22) — р =  а2 =  (Я +  2|х)е* — Я^ —— Ь— j .
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На основании (16) при z =  ± —  g, =  ■■—— ctg— ; отсюда формулу
2 m Z T 2

(22) можно представить в виде
ди . и \ г ki {X +  2ц)

(23)
/ аи и \  г ici\hmr4L

■ Н 7 7 + Т ) " р 1_ ^
. klh j .  л 1 ctg — + 1 ] .

0 9гг и«замечая, что ---- • +  —  =  AkJAkir)  и интегрируя левую и правую части
дг г

равенства (23) по площади торца, найдем с учетом (7), что
2Я

(24) Р_
А

а
h  (к,а)

Sc, k,h 
1 + & ot8—

Подставляя соотношение (24) в формулу для Z" (21) после несложных 
преобразований получим

(25) Z"  =  R"  +  iX" =  i(pc«)-^— 1 V
k j i  ZT 

ctg i  +  i
2 p Ci

Площадь боковой поверхности цилиндра можно представить в виде
h

(26) S  =  2 nah =  2 S.
а

где Sr — площадь торца, поскольку Sr=na2. Тогда активная составляю­
щая входного удельного импеданца цилиндра, определенная из выраже­
ния (25) и отнесенная к волновому сопротивлению окружающей среды 
рс и к площади торцов, с учетом (13) будет равна

(27) R =
R" R ,

2рс5,
\  р c m )  L \ 2 а I рс т \

Реактивная составляющая импеданца, отдесеппая к рс—Х ох /  рс, склады­
вается из Zi /  рс и X" /  рс:

(28)
X B Z

рс
г Jo (kia)

=  — т \ ---------
Ц ( М )

1 — 2v 1
1 — v к,а ]+

-’ Л 7 А . \
h \  k ta J \  1—V/

ctg
kta h \ Xr 1/  kid h  \

1*2 7 / pc m

( A A ) 4 r c tg ( A A L ) _ A ± . l ‘
\  oc m /  L \  2 a / pc m \

В выражениях (27) и (28) m=(pcl) /  pc. Определим теперь соотношение 
колебательных скоростей на торце и боковой поверхности цилиндра. 
С использованием соотношений (15) и (6) легко показать, что

(29)
w

й
го
й

е \

210



где

w
и

1—v k ta

y \  pc m f  L \ 2 a /  p c m J J
fea h \  XT 1

pc m

Из формул (27) и (28) видно, что с уменьшением коэффициента Пуассо­
на v значение активной составляющей, а также вклад торцов в реактив­
ную составляющую импеданца уменьшаются, что ясно и из общих физи­
ческих соображений. При а /  h-+ 0, т. е. при увеличении высоты цилиндра,

Фиг. 3. Зависимость активной составляющей входного импеданца от волнового ра­
диуса для v=0,4; тл=0,5; в случае нагрузки торцов цилиндра на безграничную среду 

(а) и па трубы с абсолютно жесткими стенками (б). Параметр кривых -  h/a

X " -*■(), и в выражении (28) остается только член, определяющий реакт 
тивную составляющую импеданца для бесконечно длинного цилиндра. 
Б отсутствие нагрузки на торцах, т. е. при RT= X T= 0, активная составляю­
щая входного импеданца Д —0.

На фиг. 3 и 4 представлены результаты расчета R по формуле (27) 
для двух случаев: а) торцы цилиндра нагружены на безграничную среду 
с волновым сопротивлением рс, причем Ci=c и б) торцы излучают в иолу-
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бесконечную трубу с абсолютно жесткими стенками, заполненную средой 
с волновым сопротивлением ре/, при этом Хг=0, R7=pCi.

Анализ графиков фиг. 3, а и 4, а показывает, что зависимость R  от 
волнового радиуса цилиндра к(а имеет резонансный характер. С увеличе­
нием относительной высоты цилиндра к /  а число резопапсных пиков R 
увеличивается, при этом растет также их величина. Видно также, что с 
ростом к /  а цилипдр резонирует по высоте при различных значениях
h/%l n t =  —  — длина продольной волны в материале цилиндра). Напри-

ki

Фиг. 4. То же, что па фиг. 3, для v=0,5; т= 1

мер, для v=0,4 и h / a = 1 резонансное значение (А /^ )рез= 0,16; при 
к /  а=2 (й ./^ )Рез=0,25; при к /а = Ъ  первый резонанс имеет место при 
(к /hi)  рСЗ=0,31. Кроме того, в отличие от случая продольных колебаний 
тонкого стержня со свободными от напряжений торцами, при трансформа­
ции радиальных колебаний ограниченного по высоте цилиндра в продоль­
ные колебания вдоль его оси в рассматриваемых случаях не наблюдается 
кратности резонансных частот. Например, для v=0,4 при к /  а=10 резо­
нансные значения (й /% )рез равны 0,4; 1,26; 2,25; 3,2; 4,2; 5,4. Это, по- 
видимому, объясняется характером импеданца нагрузки торцов ZT, кото­
рый зависит от волнового размера Iw. Кроме того, возможно, что причи­
ной такого сдвига являются связанные колебания, на что впервые было 
указано в работе [6].

Если торцы цилиндра нагружены на трубу, заполненную средой с вол­
новым сопротивлением рс,, характер изменения R  с ростом Icta несколько 
меняется (см. фиг. 3, б и 4, б). Первый максимум R  наблюдается при зна­
чениях kid, близких к нулю. С увеличением к / а  максимальное значение
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R растет. Для h /  а= 5 и h /  а= 10 наблюдается осцилляция R, однако мак­
симумы R  существенно меньше, чем в случае нагрузки торцов цилиндра 
на безграничную среду. Следует отметить, что на резонансе наблюдается

I ^  Iи максимум величины I —  как показывают расчеты модуля отношения
I й I

аксиальной колебательной скорости на торце цилиндра к радиальной по 
формуле (29). Однако в случае нагрузки торцов на трубу, когда й т=рс,, 
а  Ат=0, излучение торца существенно меньше, чем в случае нагрузки на 
безграничную среду.

Реактивная составляющая импеданца, рассчитанная по формуле (28) 
для случая пагрузки на безграничную среду, в области ниже радиального 
резонанса имеет сильно осциллирующий характер, причем чем больше 
к /  а и v, тем сильнее проявляются эти осцилляции. В области радиально­
го резонанса значения X  приближаются к Х(!  рс и становятся равными 
этой величине при fea>3,0. Таким образом, главное изменение X  проис­
ходит при малых к(а, когда существенна величина реактивной составляю­
щей импеданца нагрузки ZT.

В заключение автор выражает признательность А. А. Сербиной, вы­
полнившей вычислительную работу, необходимую для построения гра­
фиков.
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