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ВЛИЯНИЕ ВОЛНОВЫХ СВОЙСТВ РЕБРА НА ИЗЛУЧЕНИЕ 
БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ, ВОЗБУЖДАЕМОЙ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ

РЕБРУ СИЛОЙ

В. I I . Евсеев, В. Ю. К ирпичников

Рассматривается влияние продольных и нагибных (по высоте) 
колебаний ребра на излучение пластины, возбуждаемой силой с линией 
действия, параллельной ребру. Показано, что в ряде случаев продоль­
ные колебания ребра могут изменить излучение подкрепляемой пла­
стины. Приводятся примеры расчетов, а также формулы, позволяющие 
определить влияние волновых свойств ребра на излучение пластины.

Вопросы, связанные с влиянием ребер на излучение пластин, рассмат­
ривались в ряде работ. Например, в работе [1] оценено излучение одиноч­
ного препятствия при падении на пего изгибпой волны под произвольным 
углом. Работы [2, 3] посвящены исследованию излучения бесконечных 
конструкций, подкреплеипых равноотстоящими ребрами жесткости. В пер­
вой из них рассматривается пластина, а во второй — круговая цилиндри­
ческая оболочка. В перечисленных работах показано, что ребра 
жесткости приводят к увеличению излучения. Однако этот вывод сделан 
без учета волновых свойств ребер. Влияние волновых свойств ребра на ви­
броизоляцию рассмотрено в работах [4, 5 ], однако в этих работах не учи­
тывается излучение пластины в окружающую среду.

Учет волновых свойств при падении плоской звуковой волны на пла­
стину, погруженную в жидкость, проводился в работах [0, 7], где показа­
но, что изгибный импеданц ребер играет существенную роль, особенно при 
больших углах падения звука на пластину. Нашей целью является иссле­
дование влияния продольных и изгибных (по высоте) колебаний ребра на 
колебания и излучение звука пластиной, возбуждаемой гармонической 
силой, распределенной вдоль линии, параллельной ребру.

Пусть тонкая бесконечная пластина, совершающая изгибные колеба­
ния и расположенная в плоскости z = О, подкреплена упругим ребром вдоль 
линии х = 1 , параллельной линии х = 0 , вдоль которой действует сила 
F6(a:)exp[«i)^] (F — сила, приходящаяся на единицу длины пластины, 
б (х) — дельта-функция). Множитель exp[io>Z] в дальнейшем будем опу­
скать. Определим вибрации пластины и звуковое давление в жидкости с 
плотиостыо ро и скоростью с*о, заполняющей полупространство z > 0.

Усилия, действующие со стороны ребра на пластину, можно предста­
вить в виде [8]

(1) /(•*) =  F * 6  ( x - l )  + М Р Ох

где Fр и Мр — поперечная сила и изгибающий момент, действующие в се­
чении х = 1  и обусловленные продольными и изгибными (по высоте) коле­
баниями ребра. Величины Fv и М» связаны с механическими сопротивлени­
ями ZP и Zм ребра, а также со смещением пластины и с углом поворота ее
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поперечного сечения под ребром w(l) mw'(l) соотношениями

(2) Fj,=i(oZFw(l),

(3) Mp= m Z Mwr(l).

В соответствии с работой [4J механические сопротивления ребра по отно­
шению к продольной силе ZF и к изгибающему моменту ZM, действующим 
•со сторопы изгибпо колеблющейся пластины, определяются выражениями

(4) ZF= i ^ ^ - l g ( r . PHp),
С  Р

ДрУАгр Д(у)
" "  * 12©(1—ор2) E(v)  ’

где # (v ) ,  Е (v) — линейные комбинации известных функций Крылова:

f i ( v ) = c h  (v) sin (v )— sh (v) cos (v), £ ( v ) = c h  (v) cos ( v ) + l ;

E p, оp, /г,,, Я р— соответственно модуль Юнга, коэффициент Пуассона, тол­
щина и высота ребра, ср — скорость распространения продольных волн в 
ребре, х р, кр — волновые числа продольных и изгибиых колебаний ребра, 
\ = к рНр — безразмерный волновой параметр.

Смещение точек пластины w(x)  и звуковое давление в окружающей 
среде р(х, z) описываются известными уравнениями

1 y} w { x )  =  F8  (х)  -  р {х, z) I г==0+  / W ,

(7) (Д+/с0г)/?(ж, z) = 0 .

Величины w(x)  и р (х 1 z) связаны между собой граничным условием при 
z=0:

В выражениях (6) — (8) использованы следующие обозначения:
4 _________

кп = 1/  пС° и к0 =  ——  волновые числа изгибиых колебаний пласти-
г Со

ны и звуковых колебаний в среде, Dn= E „ ( l+ h ) )h „ 3/12(l—оп2) =  
=Z>0( l+ i r ) )  — комплексная изгибная жесткость пластины, р„, й„, Я,,, стп, 
ц — соответственно плотность, толщина, модуль Юнга, коэффициент Пуас­
сона и коэффициент потерь материала пластины.

Будем искать решение уравнения (6) в виде интеграла Фурье по вол­
новым числам

Тогда решение уравнения (7) с учетом граничного условия (8) можно 
представить в виде

р„ог 7  W ( k ) e ^ - !'b7- b-‘ dk
<Ю) p ( x , z ) = -

2я J- У к2—к„ 2
— СО
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Учитывая известное спектральное представление нагрузки F{x)  и f ( x ) :

+ оо
F (х) =  —  f е,Лх dk, 

2 л J— оо

/(х) — f d k + i ~  f кеЩх~п dk, 
2п J 2л

после подстановки этих выражений, а также выражений (9) и (10) в ис­
ходное дифференциальное уравнение (6) получим

(И )

где

W (k )  =
DnG (/с)

[F + F te - ik,+ikMre - <kl],

G(k)  =  А:4 —
кП О р0СО-

l+ir| D 0Vk2—k02 (1+ii])

Лео*-8*!!4 ( l+iTl) .

Теперь выражения для колебаний пластины и звукового давления в 
окружающей среде, обусловленного этими колебаниями, примут вид

( 12) w(x) =
F  r V ta dk +  Fp e ,klx~n dk +  iMB *?к е ‘"*~1) dkI2л£>п J G {k ) 2л/)п

—  CO
G(A) I2лA, J G(ft)

—  CO

(13)
p0co2f  +f  e«*-*'**-v *  p„<o2Fp +f  dk+  CO

р(ж, z ) = -
PoOJ I '  c e

2 я £ п J У ¥ —к- K G ( k )  2nDa VA:2-/c „2G(fc)J
ф„С0*ЛГо +“  d/c

2 лОп — oo V/c2- / c 0zG(/c)

Поперечная сила / ' p и изгибающий момент Л/р, обусловленные соответст­
венно продольными и изгибными колебаниями ребра, с учетом выражений
(2), (3) и (12) могут быть написаны в виде

. со

I eM dk 
G{k);

(14) FB—F
2лОп +с° dk
i(f>Z, J— oo G (k)

+ <»I keiM dk
G W

(15) MD= iF
2kDu ^  k2 dk
mZ M — oo G(k)
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Перепишем выражения (12) —(15), сделав подстановку к = к 0Х и введя 
следующие обозначения: Ui=hp/hai n2=Hp/hp, rc3= x pflp, лгд= р Р/р0, Пъ=

1_дп2
= Е р / Е пу  ^ 6 = p n / p p i  ^ 7  = =  — ------------- -----» $ = = к п ?‘/ к о 2 — к 1<р/ j  и  6 = р о С ‘ о / 2 з х / ц р р ц Д а 1

1 стр

, , ЬВ3 г У  e ^ d l
о 6) w(-x)=  J ------------+2пр0с0:

—  СО g w

+«>
+/■ 1

, »7г<Л(х— I ) dA
+ 00

--------  С О
С  (А)

+  iMpfco jоо
Хе>КЧх-1) dX

G W ]■

(17) p ( x , z ) = -
/с06(У

2я

р  g i h 0x>-—  z h o

F -----------
‘  J УХ2- 1

a'ftosA— zfto/A2— 1

+
— oo - 1  G W

+~
/•’ p  --------------------------- ------------------iMpko -------------------------- --------------------- --------------------------------------

J -lM 2  Л n  (*, \  JVA2- 1  G W
—  CO

У^2-1 (? (Х ) !•

(18) Fp =  -

где

FI01

1
U  +  /o

(19) M9 = i f / . .

4 ~4r+4
УЗ

Z p =  —  гф Х ге/ , ( 1  Op2)  t g  (re3) ,
Я

T} 1  2,5 0,75 -0 ,2 5  0 ,7 5 п(| ,, - S ( V l )
Zst =  -----« ,  W6 «7  PUJ

2я E (v t) ’

v1= y i2 W r e .,)4

G W  =
W O + W - p W - l - ^

УЯ2- 1
+“

/„< == 1
X neih°u dX 

G W  ’

+~

I
—  CO

An dA

"g o o
( n = 0 , 1 ,2 , . . . )

Интегралы, входящие в формулу (17), возьмем, используя метод стацио­
нарной фазы. Окончательно мы получаем следующее выражение для дав­
ления в точке с полярными координатами 7? и ср (угол ср отсчитывается от 
оси о х ) :

( 20)

У2я L УДЙ(ф) ]X

x f i  +  ^ y
L sin со r

R  G ( < p )

sincp ' R , G(cp,) (
Fp . Мук,

+  i
F

cos cp
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где
G (ср) = i [ cos4 c p (l+ n ]) -p 2]sin cp—6(J3, 
Rl=y'R2—2Rl cos ф+Z2,

(p, =  В Г С  cos
L V/?2-

/? cos cp—Z

Vi?2—2RI cos ф-Н2

Если рассматривать давление в точке на расстоянии от пластины значи­
тельно большем I, то приближенно можно считать /? ,» /? , ф|~ф. Тогда фор­
мула (20) примет вид

(21) р (Д.чр) = / (Д ,cp) [ l  +  ^ + i ^ - c o s q j J e - ' W «»■*],

где p°(R, ф) — излучение однородной пластины под действием силы F.
В формулах (12), (13), (16), (17), (20), (21) первый член соответству­

ет безребериой пластине, вторым членом учитывается вклад продольных 
колебаний ребра, а третьим — вклад изгибных колебаний по высоте ребра. 
Продольные колебания ребра вызывают в пластине дополнительную попе­
речную силу, поэтому характеристика направленности излучения, обуслов­
ленного продольными колебаниями ребра, соответствует подробно иссле­
дованной в работе [9] характеристике направленности излучения пласти­
ны, возбуждаемой поперечной силой. Изгибные колебания ребра вызывают 
в подкрепленной пластине дополнительный изгибающий момент. Излуче­
ние звука пластиной, обусловленное воздействием момента, имеет харак­
теристику направленности, отличающуюся от характеристики направлен­
ности, обусловленной поперечной силой. В частности, максимум излучения 
соответствует углу ф =л/4 , а нулевое давление наблюдается в направлени­
ях вдоль пластины и по нормали к ней.

Сравним вклады в излучение, обусловленные продольными и изгибны- 
ми колебаниями ребра. Поскольку эти типы колебаний формируют различ­
ную характеристику направленности, лучше всего сравнить их по мощно­
сти излучения. Как известно, мощность излучения можно определить по 
формуле

I +0° со +°°
N =  —  Re j р (х, 2=0) w' (х) d x =  Im f p(x, z=0 )w '(x )dx .

Ld " £ "— oo —oo

Подставляя в последнюю формулу интегральные представления для дав­
ления (10) помещений пластины (9), получим

Ап У к02—к2
—"о

elk,

где * обозначает комплексно-сопряженную величину. Волновой спектр 
смещений пластины, обусловленный продольными и изгвбными колебани­
ями ребра, имеет соответственно вид

W np(k) =
Fte~M

I),,G(k) ' W,„Ak)
ikMpe~,u 
DnG(k) ’

где Fp и MP определяются выражениями (14) и (15). Подставляя послед­
ние выражения в формулу (22), получим
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p0tt>3 |£P|2+j?  _____ dk_______

4nDa~ J I G ( * ) I W - * *  ’—Ло

p0o :,li¥Pl2 Ic dk

4nD„2 _^lG (A )|*y*7=*i'

Если ограничиться частотами, много меньшими критической, то в выраже­
нии для G (k ) можно пренебречь первым и вторым членом по сравнению 
с третьим, т. е. можно считать

G{k)

I
фоСО*

д ,г /с 7 ^ р *
Тогда

Расчеты велнчипы Nap/Nn3r проводились для случая возбуждения сталь­
ной конструкции (6=0,1308) с коэффициентом потерь в пластине, равным 
0,00:1 и 0,01, подкрепленной ребром жесткости высотой п2= 20 и толщиной 
^1=0,5; 1,0; 2,0 и 10,0. Значения интегралов /«, использованные при про­
ведении такого расчета, представлены в таблице, в зависимости от безраз­
мерной частоты р. Величина щ  изменялась в диапазоне 0,001 — л, а безраз-

мерное расстояние между линией действия силы и ребром -т—• варьирова-
2л;

лось от 0 до 2. Анализ результатов расчета показал, что максимумы излу­
чения, обусловленного изгибиыми колебаниями ребра, наблюдаются при 
значениях /г3, близких к значениям, соответствующим его антирезонанс-

—  л;
ным колебаниям, а именно при n3= v 2/yi2n2i где v =  l,87; —  (2п— 1) . . .

(гс=2, 3 . . .  Однако и на указанных частотах вклад в излучение, обуслов­
ленный изгибными колебаниями, оказывается значительно меньше излу-

4=0.01

Im {/>} Пе{/2> 1т{12>

2 -0,4354 -0,2658 0.9782 -0,9040
4 -0,1211 -0,0966 0,6842 -0,6759
8 -0,0311 -0,0369 0,4734 -0,4776

16 -0,8637-10-2 -0,0142 0,3261 -0,3291
32 -0,2637 10-2 -0,5020-10-2 0,2240 -0,2236
64 -0,8090-10"3 -0,1653 -10-2 0,1532 -0,1.506

128 -0.2366-10-3 -0,5932-10 -4 0,1042 -0,1008
256 -0,6896-ИМ -0,4318-Ю-4 0,0703 -0,0672

4=0,1
6 Не{7Р) 1П1 {/о) Но{/2) 1 т  {/о}

2 -0,4506 -0,2548 0,8998 -0,9594
4 -0,1254 -0,0929 0,6314 -0,7148
6 -0,0325 -0,0357 0,4371 -0,5048

16 -0,9055-10-2 -0,0138 0,3011 -0,3480
32 -0,2789-10-2 -0,4910-10-2 0,2071 -0,2367
64 -0,8257 10-3 -0,1621-10-2 0,1417 -0,1596

128 -0,2550-10-3 -0,5066-К)-3 0,0964 -0,1069
256 -0,8125-Ю-з -0,1525-10-3 0,0651 -0.0713
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чения, обусловленного продольными колебаниями. Исключение составляет 
узкая частотная полоса вблизи гг3= я , в которой излучение, обусловленное 
продольными колебаниями, обращается в нуль. Причину этого явления лег­
ко выяснить, если рассмотреть излучение пластины под воздействием си­
лы, приложенной вдоль линии крепления ребра (1=0).  Вследствие симмет­
ричности задачи в этом случае не будут возбуждаться изгибныс колебания 
ребра (Л/,,=0), и выражение для давления будет иметь вид

(23) р (Д, <р) =р* (2?, <р) ( l  = P e(-R, Ф>

Отсюда следует, что при ZF-+±.00 величина p (R , ср)->-0. Последнее имеет
я

место при ГСз=И|>/7р=(2га— 1)— , т. е. при условии, что по высоте ребра
Li

укладывается нечетное число четвертей длин продольных воли. В этом 
случае продольная волна, отраженная от свободного края ребра, полностью

компенсирует прямую волну в точке соединения пластины с ребром, в ре­
зультате чего амплитуда колебаний пластины и соответственное звуковое 
давление обращаются в пуль. На частотах, близких к рассмотренным выше, 
полной компенсации но происходит, однако проявляется значительное 
уменьшение излучения подкрепленной пластины по сравнению с безребер- 
ной. Это видно из фигуры, на которой в функции от п3 представлены вели­
чины отношения давления, излученного пластиной с ребром жесткости, 
к давлению, создаваемому неиодкрепленной пластиной. Величины

20lg рассчитанные на ЭВМ, соответствуют случаю возбужде-
L р (Л, ф; J

ния стальной конструкции (6=0,1308) с коэффициентом потерь в пластине 
т) =0,01 и безразмерной высотой ребра п2=20.  Частота р выбиралась рав­
ной 4 (штриховые линии) и 256 (сплошные линии), а безразмерная тол­
щина ребра /г,—0,5 (кривые 1 и 3) и 10 (кривые 2 и 4).  _

Если по высоте ребра укладывается целое число полуволн, то ZP= 0 
и излучение пластины с ребром оказывается равным излучению непод- 
креплепной пластины. Силовое воздействие ребра жесткости на пластину 
в этом случае отсутствует.

Отметим, что если ребро жесткости считать педеформирусмым, то зву­
ковое давление не будет зависеть от того, как приложена сила: к пластине 
по липии притыкания ребра (этот случай рассматривался выше) или к сво­
бодному краю ребра. Учет волновых свойств ребра дает для этих случаев 
возбуждения различные результаты. В самом деле, если сила приложена 
к свободному краю ребра, то его можно рассматривать как механический 
четырехполюсник, нагруженный с одного конца силой F, а с  другого —
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и м п е д а н ц е м  п л а с т и н ы .  С в я з ь  м е ж д у  к о л е б а т е л ь н о й  с и л о й  F  п  с к о р о с т ь ю  
н а  в х о д е  р е б р а  с  т е м и  ж е  х а р а к т е р и с т и к а м и  н а  е г о  в ы х о д е  с о о т в е т с т в е н н о  

icofi
Fi и  -  о м о ж е т  б ы т ь  н а п и с а н а  в  м а т р и ч н о й  ф о р м е :

2 п и а

*  \ /  cos (КрНр) ^ 7 ^ s i n ( x pt f p )  \
СР 1

' Fx \

ч
! ~  1 icр sin (х „Я р) 

\ Е pfep
cos (ХрЯ р) J i&Fx

\ 2 я  1)а Ч
В ы р а ж е н и е  д л я  с и л ы  Fu в о з д е й с т в у ю щ е й  н а  п л а с т и н у  с о  с т о р о н ы  р е б р а ,  
м о ж е т  б ы т ь  н а п и с а н о  в  в и д е

F i= F  /  [  c o s  ( и р Я р )  -  7 - ° ^ Р pQ),  s i n ( х РЯ р)  1 .
/  L 2 я 0 „ с рЛоя J

У ч и т ы в а я  о б о з н а ч е н и я  Z F, / п, в в е д е н н ы е  в ы ш е ,  п о с л е д н е е  в ы р а ж е н и е  п р е д ­
с т а в и м  в  ф о р м е

F
COS (п3) ( 1 + Z f / o)

З н а я  с и л у ,  в о з д е й с т в у ю щ у ю  н а  п л а с т и н у ,  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  с о о т в е т с т в е н ­
н о е  з в у к о в о е  д а в л е н и е .  Е с л и ,  к а к  и  п р е ж д е ,  о б о з н а ч и т ь  з в у к о в о е  д а в л е н и е ,  
с о з д а в а е м о е  б е з р с б е р н о й  п л а с т и н о й  п о д  в о з д е й с т в и е м  с и л ы  Fy ч е р е з  
p°(Ry с р ) ,  т о  в ы р а ж е н и е  д л я  з в у к о в о г о  д а в л е н и я  п р и  в о з д е й с т в и и  с и л ы  F{ 
б у д е т  и м е т ь  в и д

( 2 6 )  р ,  ( Д ,  Ф )  = р °  ( Д ,  Ф )
COS( Х р Я р )  ( l + Z F/ o )

С р а в н е н и е  ф о р м у л  ( 2 6 )  и  ( 2 3 )  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  и з л у ч е н и е  з в у к а  п л а с т и н о й ,  
в о з б у ж д а е м о й  с и л о й ,  п р и л о ж е н н о й  п о  л и п и и  с о е д и н е н и я  р е б р а  с  п л а с т и ­
н о й ,  в  1 / c o s  ( х р Я р )  р а з  м е н ь ш е ,  ч е м  п р и  в о з б у ж д е н и и  с и л о й ,  п р и л о ж е п п о й  
к  с в о б о д н о м у  к р а ю  р е б р а .  Н а  н и з к и х  ч а с т о т а х ,  к о г д а  в о л н о в ы е  с в о й с т в а  
р е б р а  п р о я в л я ю т с я  с р а в н и т е л ь н о  с л а б о  ( х рЯ р< 1  и  c o s  ( x pt f p) ~  1 )  о б а  с л у ­
ч а я  в о з б у ж д е н и я  д а ю т  п р и м е р н о  о д и н а к о в ы й  р е з у л ь т а т .  О д н а к о  н а  в ы с о к и х  
ч а с т о т а х  п р и л о ж е н и е  в о з м у щ а ю щ е й  с и л ы  к  п л а с т и н е  п о з в о л я е т  з н а ч и т е л ь ­
н о  у м е н ь ш и т ь  и з л у ч е н и е  п о  с р а в н е н и ю  с  т е м  с л у ч а е м ,  к о г д а  в о з м у щ а ю щ а я  
с и л а  п р и л о ж е н а  к  с в о б о д н о м у  к р а ю  р е б р а .
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