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К РАСЧЕТУ ДИНАМИЧЕСКИХ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ 
ПАРАМЕТРОВ СОСТАВНЫХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
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Для ряда моделей составных пьезоэлектрических преобразователей 
с  секционированным активным элементом в одномерном приближении 
выведены уравнения частот и формулы для расчета эквивалентных сосре­
доточенных параметров, определяющих динамический импеданц преобра­
зователя вблизи резонансных частот.

Характеристики составных пьезоэлектрических преобразователей в об­
ласти частот вблизи резонанса с достаточной для многих практических 
целей точностью описываются с помощью эквивалентной схемы, представ­
ленной на фиг. 1, где С3т — электрическая емкость преобразователя с за­
торможенной рабочей поверхностью, а элементы последовательного кон­
тура определяются через сосредоточенные механические параметры: 
R = R H/NT\ L = m /A T2, C =kN T2 (здесь Ян — сопротивление механической 
нагрузки, т и к  — эквивалентные масса и гибкость, Ат — коэффициент 
электромеханической трансформации). В ряде работ (например, [1, 2]) 
задача определения эквивалентных сосредо­
точенных параметров рассмотрена для про­
стейших моделей составных пьезоэлектриче­
ских преобразователей (однородный пьезо­
электрический стержень, пьезоэлектрический 
стержень с одной или с двумя стержневыми 
накладками, пьезоэлектрический стержень 
с дополнительной массой) методом, основан­
ным на решении волнового уравнения. Одна­
ко на практике во многих случаях использу­
ются более сложные преобразователи. В част­
ности, в конструкциях преобразователей 
различного назначения широко применяется 
секционированный активный элемент и ар­
мирующий элемент в виде стягивающего бол­
та, а также накладки в виде стержней пере­
менного сечепия различной формы. В на­
стоящей работе выводятся формулы для
расчета динамических сосредоточенных параметров применительно к по­
казанным на фиг. 2 моделям составного преобразователя с секциониро­
ванным активным элементом. Задача решается в одномерном приближении 
без учета потерь для случая, когда нагрузка приложена только к одному 
из механических выходов преобразователя. Метод решения основан на 
использовании преобразоваппой по Тевенипу эквивалентной схемы с рас­
пределенными параметрами и аналогичен методу, изложенному в рабо­
те [2] применительно к симметричному магпитострикционпому преобра­
зователю гантельного типа.

Рассмотрим составной преобразователь, представленный па фиг. 2, а 
и состоящий из передней (рабочей) накладки 1, активного элемента -2,

Фиг. 1. Эквивалентная схема 
составного пьезоэлектрическо­
го преобразователя вблизи ре­

зонанса
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задней (пассивной) накладки 3 и армирующего элемента 4. Активный 
элемент представляет собой набор из идентичных продольно-поляризован­
ных ньезоэлсментов, соединенных механически каскадпо, а электрически — 
параллельно и удовлетворяющих условиям, при которых справедлива

Фиг. 2 Фиг. 4
Фиг. 2. Модели преобразователей с секционированным активным элементом: i, 3  —

накладки, 2  — активный элемент, 4 — армирующий элемент
Фиг. 3. Эквивалентная электромеханическая схема преобразователя с армирующим

элементом (фиг. 2, а)

Фиг. 4. Преобразованная по Тевеиину электромеханическая схема преобразователя
с армирующим элементом

эквивалсптная схема Мартина [3 ]. Ыа фиг. 3 приведена электромехани­
ческая схема с распределенными параметрами для рассматриваемой мо­
дели; в схеме используется известное представление отрезков однородных 
стержней в виде симметричных Т-образных четырехполюсников. Элемен­
ты схемы, соответствующие накладкам и армирующему элементу преоб­
разователя, определяются соотношениями:

Z n = j w x t g ( c p , / 2 ) ;  Z l 2 = — j w i / s i n  <p,;

Z3l= jw 3 t g ( ( p 3/ 2 ) ; Z 32= — / ю э / s i n  cp3;
d )

Z u = j W i  tg(<p*/2); Z i 2 = — / i V i / s i n  ф4;
wi= p lciSi; <p,=coljci ( i= l ,  3, 4 ), где Wi и ф, — характеристи-
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ческие импеданцы и волновые длины механических элементов конструк­
ции, U — продольный размер элементов, 5 г — их площадь, с, — скорость 
звука. Элементы схемы фиг. 3, относящиеся к активному элементу преоб­
разователя, в соответствии с работой [3] определяются выражениями:

Z2i= jw 2 tg(<p2/2 ) ;  Z22= —jw2/sin q>2;

W  2 ===р2С2э*-*2} С р г^ С е /г /С г э »  1 г= р 1 г  о»

N2= C Qw2c29k332ll20{ i - k 392) ;

С2Э=С2(1 —/с332) ,/2,

■с2 — скорость продольных звуковых волн в пьезоматериале, с2д — эффек­
тивная скорость звука, Z20 — продольный размер каждого пьезоэлемента, 
р — число пьезоэлементов, к3з — продольный коэффициент электромехани­
ческой связи, N -  коэффициент электромеханической трансформации, 
С о — электрическая емкость каждого отдельного пьезоэлемента в зажатом 
состоянии. К входным клеммам а—а приложено электрическое напряже­
ние и, к выходным подключено сопротивление нагрузки Ли.

Активный и армирующий элементы в конструкции преобразователя 
соединены механически последовательно, поэтому элементы Z 21, Z4i и Z22, 
Z i2 на схеме фиг. 3 соединены в соответствии с правилом построения ре­
зультирующего четырехполюсника при последовательном соединении 
исходных четырехполюсников.

Применяя к схеме фиг. 3 теорему Тевепипа, получаем схему фиг. 4, 
где сила Ft представляет ЭДС эквивалентного генератора и определяется 
выражением: Ft= uNKt (и — напряжение внешнего источника); множи­
тель Кт является коэффициентом передачи силы между клеммами а'—а' 
и разомкнутыми клеммами Ь— Ъ схемы фиг. 3. С учетом (1), (2) выраже­
ние для Кт получаем в виде

J ^ r r ^ + ^ i - W i + A W l
sin ф, L \ sin ф2 sin ф/, /  \ Л2 /  J

ẑ t cig ф,;

A 2 =  wz t g - y  +  t g - y  +  w,tg  фз.

Реактивный двухполюсник, включенный на клеммах с—с схемы фиг. 4, 
является внутренним импедапцем ZT генератора Тевепина; используя (1) 
и (2), из схемы фиг. 4 получаем:

(4) ]Ш{
А ь tg ф2 tg ф4 +  {Wj tg ф! +  Wj tg ф3)

A s lg ф, +  W { w 3 tg фз -  (ы>! -  ш3 tg <р,)

(w2 tg ф4 +  Wj tg фг) -  wtw3 tg ф, tg ф2 tg фз tg <pf
(u>2 tg ф4 +  tg <p2)

1 — COS ф2 COS ф4
A 3 =  iv 22 +  w\2 +  2w2Wi

sm ф2 sin ф{

Из фиг. 4 видно, что ZT совпадает с входным импеданцем механической 
системы, соответствующей преобразователю с закороченными электриче­
скими клеммами, со стороны излучающей поверхности. Входной импеданц 
стержпевой системы в точке приложения внешней силы можно заменит!» 
импедапцем канонической схемы в виде параллельного соединения массы

445



и бесконечного числа последовательных резонансных контуров [4],  поэто­
му ZT м о ж н о  представить в виде

_____® ____ 1
m v ( ( o z — cov2) J ’

где М  — полная масса преобразователя, cov — круговые собственные часто­
ты системы, причем <ov= ( m vkv)~l/2, mv и ^  — соответственно эквивалент­
ные массы и гибкости.

Вблизи каждой собственной частоты импеданц ZT будет определяться 
в основном импеданцем соответствующего последовательного контура, со­
стоящего из элементов /?н, и /сч.. Уравнение для определения собствен­
ных частот получаем из условия ZT= 0. Приравнивая нулю числитель пра­
вой части ( 4 ), после преобразований имеем
(5) tg ф3 =

( " Г ^ ф ^ д ф ^ ф .  +  г-ум ( ------- ------------l )  +  2̂1 (H~"f422) tg фг tg ф/,
\ cos ф2 cos ф4 /

, "f 32 t'g ф1 tg ф2 tg ф4 "fsi (̂ 42 tg ф2~̂ ~tg ф4)где
При заданном сопротивлении нагрузки й н и известных значениях cov,. 

соответствующих частотным корням уравнения (5 ), элементы т~, и  kv бу- 
дут определены, если известно значение эквивалентной добротности Qv.. 
Для последовательного контура с импеданцем Z = R + j X  добротность свя­
зана с фазовой характеристикой известным соотношением

где о)о — резонансная частота. Используя (6) применительно к импеданцу 
Z=R n+Z Ty с учетом (4) и (5) получаем:

( 7 )

& OivWitoI V

<?V =
1 =  1

2 RII

O i v = l ,

a2v= cos2 (plv +  / 742 cos (p2v— 742 cos <p4v+7i2 tg q>lv sin <p4i
742 sin <p2v+sin cp4.

cos2 Cpiv COS2 cp2v COS2 Cp4v
Cbv--------------------:---------------- X

COS (p3v

7 1 2  tg (Plv tg (p2v tg Cp4v 7 42 tg cp2v—tg Cp.(
=  COS2 (Plv ^ 1  +  ^

742 S i n  Cp2v +  Sin ф/,у

cos <p4v—cos q)2v+ 7 i2 tg (p,v sin cp2
^ ) 21

7 4 2  sin (p2v+sin <p 4 V

где < p * v = o )v W c „  cov — частотные корни уравнения ( 5 ) .  Учитывая, что Qv=  
=o>vwv//fH, и используя (7), получаем

i=i
где Мi — масса i-то элемента конструкции преобразователя.

Выражение для К  также легко получить, используя соотношение
( ? v =  ( coo&vA h )  ""*•
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Мощность, отдаваемая преобразователем в механическую нагрузку, 
определяется выражением W = u zYnoi где YR9 — активная составляющая 
электрической проводимости преобразователя. Пренебрегая вблизи cov ча­
стотной зависимостью коэффициента Кт> можно в соответствии со схемой 
фиг. 4 представить мощность выражением Wv((o )~ u 2NzKTv2YnMv(<i>) 
(Ктч—Кт ( cov), Yumv — активная составляющая проводимости контура v ), 
что приводит к следующему соотношению: Fnav=#Tv2/V2YrnWv(co)=  
= N tvzYRMv( co) , где N ^ = N K Tv. Величина 7VTv имеет смысл коэффициента

электромеханической трансформации, определяющего электрические со­
средоточенные элементы последовательного контура схемы фиг. 1, соот­
ветствующего частоте cov, через механические элементы Ян, mv, fcv. Из вы­
ражения (3) с учетом (5) получаем

К т* =
cos (plvsm<p2vsm (p4v 
f i i  sin(p2v +  sin q>4*

^ i2  tg (piv+t g 7Г1 +
ф2У
Y

Cp4V
Y )■

Для преобразователя с конической передней накладкой (фиг. 2, б) 
эквивалентная схема с распределенными параметрами приведена на фиг. 5. 
Элементы схемы Z „ , Z 12, Z 13, относящиеся к конической накладке, опреде­
лены в работе [5] как

. wi Г . ги s i n C c p t + q j u )  1  v  .

б ц —j —------* I i -------------- :------------ 1 » • ^ 12— / : »
s i n c p t  L  г,2 s i n c p n  J  s i n c p ,

^  Г  i  s i n ( ( p i - c p 1 2 )

^i3—7 —:-------  1 i ------------ г------------Sincpi l rn sinepu
_ 7*12

Гп

Л ГИ<*2 =  1 -------- ;
г,2

И>1=Лр1С,ГиГ12,

здесь rlu г,2 — радиусы оснований конуса со стороны активного элемента 
и со стороны нагрузки соответственно. Используя тот же метод, что 
и в предыдущем случае, для преобразователя этого типа получаем урав­
нение частот в виде

tg <р2
< 10) tgфз

Г, , « А  /tgq>| А\-\ / г 12 tgф1 \

L Ф. \ ф! /J \ г и  ф, /
Т*2

Ш



и выражения для (?v и А Ту:
w2

(>v = И Y21 --- — X lv2# i v " H 12 X 2v~/^2v I' X ivX 2v^Sv^
q)lv /

+

2Ru L \ ru ru
(cos2 (p3v+T322 Sill2 фзч) ф2у+̂ 32фз

COS2 ф1У cos2 ф2У cos2 фзу

X  ^2lX,vtg(piv+>/.2v̂
/ г „  t g ( p , v

. —  +  а , ------------
\ г 12 ф|у

)  t g 2 cp,v,

а 1а2 /

Ф « а 1 ф ! у 2 \

L]x

)Г-
tg <plv \
cp,v /

tg2 <PlV

\ ф,у /  ф

f  1 +  ( !  -  Л )  *»■ » » 1  —  ( 1 -  — )  —L \ ф|у /  J \ CPiv /  ф!У

X,v=tg ф2У+^32 tg ф3у; X2y —Y32 tg Ф2У tg фзу- 1;

IV
1

В последних выражениях волновые длины ф1у, ф2у, флу определяются кор­
нями соУ уравнения частот (10).

Уравнения частот и формулы для <?У и /СТу применительно к осталь­
ным моделям фиг. 2 получаются как частные случаи выражений, соответ­
ствующих ужо рассмотренным конструкциям. Полагая, например, в ре­
шении задачи о преобразователе с армирующим элементом uh=0 или 
полагая ги= г 12 в решении задачи о преобразователе с конусной наклад­
ной, имеем для модели, представленной па фиг. 2, в

(11) 10*102 tg <p, +  l0a2 tg q>2+W2W3 tg фз=101103 tg ф, tg ф2 tg ф3,
w2 Г

ч^ =  — —  Т«2Ф.у+Ф2v
l+'Y.a2 tg2 <plv 

SC2(plv
+

+  фз-
(Тэг tg (p,v tg (p2v-"f3i) 2 +  (tg (p,v+T21 tg <p2v)

“f.3i"f32SC2(plvSC2(p2v ]■

K i 'V—cos cpiv sin ф2>

где ф1У, ф2у, Фзу определяются корнями а>У уравнения частот (11). Это урав­
нение по форме совпадает с известным уравнением частот для трехслой- 
пой системы [6] с тем отличием, что w2 и ф2 в (11) представляют эффек­
тивный характеристический импеданц и эффективную волновую длину для 
активного элемента. Аналогичным образом для преобразователя, пред­
ставленного на фиг. 2, г, получаем:

wi [tg  фх +   ̂ — l ) j  +  — °\ tg ф2=  0 (уравнение частот),
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*
w2 г /  г 12 Г ц  2  \

<?v =  — Г ~  CPiv T 2I ------* . v  t g *  Ф 2У + Т 1 2 ---------------------------- #3V t g  Cp2v )  +
2 Я Н L \ Гi, Г12 ф 1У /

+
(p2V

]  [  T21 t g  cpiv t g  cp2v -  (^ ~  +  a2 )  j  ,
cos <p,v cos (p2v

■^Tv= "f 12 COS (piv t g ~ ~  [\ g C p l v ~
!_ «1^2 /  tgcptv _  ^

)]•ф1У ' Cpiv
Для преобразователя, изображенного па фиг. 2 ,д  wv tg <pi“l~w72 1£ф- 

(уравнение частот),
= а

л  М>* /
2ф г + ■ • ф 2 У___________

c o s 2 Ф 2У + 7 2 1 2 s i n 2 ф 2

гг . ф2У
A T v ^ i z S i n  Ф 1У t g  •

Наконец, для преобразователя, представляющего секционированный 
активный элемент без накладок (фиг. 2, е ), получаем следующие выра­
жения:

G)v=VK
2 при V— 1, 3 , 5 , . . .  

О при v = 2 ,4 ,6 , . . .
1 2/2 

v2 я 2р2д52с2э2
2iV при v = l ,  3 ,5 , . . .  
О при v = 2 ,4, 6 , . . .

В соответствии с выражением для 7VTv в этом случае элементы последо­
вательного контура схемы, изображенной на фиг. 1, имеют конечные зна­
чения только при нечетных v; в частности, при v = l

^    Ян ^    М 2 __ SlzN2

' ~ ~ Ж '  1 ~  n ^ S ^ d - k J )  •
Таким образом, для различных моделей составного пьезоэлектрическо­

го преобразователя с секционированным активным элемептом решена за­
дача определения эквивалентных динамических сосредоточенных пара­
метров. Полученные выражения могут быть использованы как для прак­
тических расчетов, так и для анализа зависимости электроакустических 
характеристик преобразователя от соотношения между параметрами эле­
ментов конструкции.
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