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ВОЗБУЖДЕНИЕ ПОЛЯ ЗВУКОВОГО ДАВЛЕНИЯ В ИДЕАЛЬНОМ
ВОЛНОВОДЕ СФЕРИЧЕСКИМ ИМПУЛЬСОМ

И. Д.  Иванов

Получено решение задачи о возбуждении негармонического по­
ля в плоском волноводе со свободной поверхностью п неподатливой 
нижней границей сферическим импульсом звукового давлепия. Регпепие 
получено методом мнимых изображений и методом Фурье. Негармониче­
ское поло представлено в виде суперпозиции импульсов, многократно 
отраженных от стенок волновода, и импульсных нормальных волн, воз­
буждаемых на собственных частотах волновода.

З а д а ч а  о  р а с п р о с т р а н е н и и  з в у к а  в  о д н о р о д н о м  ж и д к о м  с л о е  с  и д е а л ь ­

н ы м и  г р а н и ц а м и  я в л я е т с я  н а и б о л е е  п р о с т о й  с р е д и  з а д а ч  п о  в о л н о в о д н о м у  

р а с п р о с т р а н е н и ю  в  с л о и с т ы х  с р е д а х ,  е с л и  и з л у ч е н и е  г а р м о н и ч е с к о е .  Г а р ­

м о н и ч е с к о е  п о л е  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  в  с л о е  о п и с ы в а е т с я  к о н т у р н ы м  и н ­

т е г р а л о м ,  к о т о р ы й  м о ж н о  п р и в е с т и  к -  с у м м е  н о р м а л ь н ы х  в о л н  и л и  к  с у м ­

м е  с ф е р и ч е с к и х  в о л и  ( л у ч е й ) ,  м н о г о к р а т н о  о т р а ж е н н ы х  о т  г р а н и ц  с л о я  

( [ 1 ] ,  §  3 4 ,  3 5 ) .  Р е ш е п и е  з а д а ч и  о  в о з б у ж д е н и и  н е г а р м о н и ч е с к о г о  п о л я  

с ф е р и ч е с к и м  и м п у л ь с о м  в  с л о е  и з в е с т н о  в  в и д е  с у п е р п о з и ц и и  и м п у л ь с н ы х  

п о л е й  н о р м а л ь н ы х  в о л н ,  к о т о р у ю  н а х о д я т  и н т е г р и р о в а н и е м  с у м м ы  г а р м о ­

н и ч е с к и х  н о р м а л ь н ы х  в о л н  п о  ч а с т о т е  с о .  В ы р а ж е н и е  д л я  с у м м ы  и м п у л ь с ­

н ы х  н о р м а л ь н ы х  в о л н ,  в о з б у ж д а е м ы х  и м п у л ь с о м  э к с п о н е н ц и а л ь н о й  ф о р ­

м ы ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и з  р е ш е н и я  з а д а ч и  о  р а с п р о с т р а н е н и и  и м п у л ь с а  

в  с л о е ,  р а с п о л о ж е п н о м  п а  о д н о р о д н о й  ж и д к о й  с р е д е ,  п р и  с т р е м л е н и и  

п л о т н о с т и  с р е д ы  к  б е с к о н е ч н о с т и  [ 2 ] .  О д н а к о  н а й д е н н о е  м е т о д о м  и н т е г р и ­

р о в а н и я  п о  о  с у м м ы  н о р м а л ь н ы х  в о л н  в ы р а ж е н и е  д л я  н е г а р м о н и ч е с к о г о  

п о л я  н е  у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м :  ф р о н т  и м п у л ь с н ы х  н о р м а л ь ­

н ы х  в о л н  о п е р е ж а е т  ф р о н т  с ф е р и ч е с к о г о  и м п у л ь с а ,  р а с п р о с т р а н я ю щ е г о с я  

в  с л о е  б е з  о т р а ж е н и й  о т  г р а н и ц .  Н и ж е  д а н о  в ы р а ж е н и е  д л я  н е г а р м о н и ч е ­

с к о г о  п о л я  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  в  в о л н о в о д е  с  и д е а л ь н ы м и  с т е н к а м и ,  

у д о в л е т в о р я ю щ е е  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м .  Т а к о е  в ы р а ж е н и е  п о л у ч е н о  п о ­

с р е д с т в о м  в ы д е л е п и я  и з  и н т е г р а л ь н о г о  п р е д с т а в л е н и я  г а р м о н и ч е с к о г о  

п о л я  а н а л и т и ч е с к о й  п о  е в  ч а с т и  —  к о н е ч н о й  с у м м ы  с ф е р и ч е с к и х  в о л н ,  

м н о г о к р а т н о  о т р а ж е н н ы х  о т  с т е н о к  в о л н о в о д а .  Н е а н а л и т и ч е с к а я  ч а с т ь  р е ­

ш е н и я  с т а ц и о н а р н о й  з а д а ч и  п р е д с т а в л е н а  в  в и д е  с у м м ы  н о р м а л ь н ы х  

в о л н .  И н т е г р а л  Ф у р ь е  о т  а н а л и т и ч е с к о й  ч а с т и  р е ш е н и я  с т а ц и о н а р н о й  з а ­

д а ч и  д а е т  с у м м у  с ф е р и ч е с к и х  и м п у л ь с о в ,  м н о г о к р а т н о  о т р а ж е н н ы х  о т  

с т е н о к  в о л н о в о д а ,  а  о т  н е а н а л и т и ч е с к о й  ч а с т и  —  с у м м у  и м п у л ь с н ы х  п о л е й  

н о р м а л ь н ы х  в о л н ,  п р и ч е м  и м п у л ь с н о е  п о л е  н о р м а л ь н ы х  в о л н  в о з б у ж д а ­

е т с я  з а  ф р о н т о м  и м п у л ь с а ,  о д н о к р а т н о  о т р а ж е н н о г о  о т  о б е и х  с т е н о к  в о л ­

н о в о д а  о д н о в р е м е н н о ,  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь н о м у  у с ­

л о в и ю .

П у с т ь  н и ж н я я  г р а н и ц а  о д н о р о д н о г о  ж и д к о г о  с л о я  z = — й ,  а б с о л ю т н о  

н е п о д а т л и в а ,  в е р х н е й  г р а н и ц е й  я в л я е т с я  с в о б о д н а я  п о в е р х н о с т ь  z=h2; 
hl+h2=2h\ с —  с к о р о с т ь  з в у к а  в  ж и д к о с т и ,  з а п о л н я ю щ е й  с л о й ;  r = 0;  z= О  —  

к о о р д и н а т ы  и с т о ч н и к а  и м п у л ь с н о г о  и з л у ч е н и я ,  р(0) — и з л у ч а е м ы й  с ф е р и ­
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чески симметричный импульс звукового давления, описываемый вещ ест­
венной ф ункцией F ( t ) ,  причем F ( t )  = 0  при £ < 0

(1 ) р <0) = R ~ lF  ( t—R/с ) , где f l^ V P + z 2,

(2 ) F ( t —R/c) = 0  при t< R / c.

Задача состоит в нахож дении поля звукового давления в слое р, возбуж ­
даемого излучаемым импульсом р (0).

Z а

h
Сбободная

поверхность

< L

Р)
J p ‘ 0)

-h Неподатливая
граница

O i t < t 0 , t 0= f

г

Фиг. 1. К постановке задачи: а -  распространение излучаемого импульса 
при 0< t < t 0, б-ф рон ты  импульса poi=p(0), распространяющегося без 
отражений от стенок волновода, импульсов р02 и р0з, отраженных от 
нижней и верхней стенок соответственно и импульсов р04~ и р04 +, от­
раженных вначале от нижпей и верхней стенок соответственно, а затем

от противоположной стенки

И злучаемый импульс р (0) с момента t = 0 до момента, когда фронт им­
пульса достигнет ближайш ей границы слоя, распространяется как в без­
граничной среде. П усть, например, h i= h 2= k  (фиг. 1 , а ) .  Тогда

р = р {0) = R ~ 'F ( t -R / c )  при 0 < t < t 0, где t0=h/c.

П ри t0̂ t < t i9 где ti= to+ 3 h / c= 4 h / c, поле в слое как при z > 0, так и при 
2 < 0 представляет .собой суперпозицию  четы рех импульсов, выражения 
для которы х находим методом мнимых изображений,

(3)

где
р _ „ ( « ) _  _ у  p ( f  й »г/с)
Р o i  Р  ^ -------------------------у Р 0 2 — у  i  —

R 01
_ т/ n t -R J c )  _  т_ т/ т_

/>03— V2 —------------, Р04 Р о 4  V tV2

R 02
F ( t - R J c )

R 03 R 04

R oi= V rZ+Zoi2, 201 =  ± Z , 202= 2 fe + z , Z03 =  2fe-Z , Z04=4fe::Fz При 2 ^ 0 ,

Ф ронты  импульсов p0} при фиксированном t изображ ены на фиг. 1, б. В ы ­
ражение для ро удовлетворяет волновому уравнению

(4 ) Др—с~2р = —4яд,
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г д е  ф у н к ц и я  g = g ( R ,  t) о п и с ы в а е т  р а с п р е д е л е н и е  и с т о ч н и к о в ,  п о к а з а н ­

н ы х  п а  ф и г .  1 , 6,  и  и х  з а в и с и м о с т ь  о т  в р е м е н и ;  р 0 у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь ­

н о м у  у с л о в и ю  ( 2 )  и  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м

( 5 )  pz=h=0 ,  (др/дг)г=-н=0 .

П р и  ti^t<2ti п о я в л я ю т с я  е щ е  ч е т ы р е  и м п у л ь с а  и  д л я  р п о л у ч а е м  в ы ­

р а ж е н и е

Н а  ф и г .  2 ,  а и з о б р а ж е н ы  ф р о н т ы  и м п у л ь с о в  р1} и  p 0 j  ( ш т р и х о в ы м и  л и ­

н и я м и )  п р и  t<t<2ti и  н а  ф и г .  2 ,  б  ф р о н т ы  и м п у л ь с о в  рц п р и  t=2ty. В ы р а ­

ж е н и е  д л я  pi у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  ( 4 ) ,  г д е  q о п и с ы в а е т  р а с п р е д е л е ­

н и е  и с т о ч н и к о в ,  и з о б р а ж е н н ы х  н а  ф и г .  2 ,  а ,  и  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 5 ) .  

Р е ш е н и я  р0 j  и  рц п р и  / = 1 ,  2 ,  3 ,  4  у д о в л е т в о р я ю т  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  

pz=,h= 0 и  ( dp/dz) *=_Л=0  в  р а з л и ч н ы е  м о м е н т ы  в р е м е н и .

П р и  2tl<:t<3tl п о л е  в  с л о е  о п и с ы в а е т с я  в ы р а ж е н и е м

г д е  р0 и  P i  о п р е д е л е н ы  р а в е н с т в а м и  ( 3 )  и  ( 7 ) ,  рг' —  р е ш е н и е  у р а в н е н и я

( 4 ) ,  г д е  q о п и с ы в а е т  и с т о ч н и к и ,  р а с п о л о ж е н н ы е  в  т о ч к а х  с  к о о р д и н а т а м и  

± 8h, ± 1 0 f t ,  ± 1 2 f t ;  p j  у д о в л е т в о р я е т  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 5 )  и  н а ч а л ь ­

н ы м  у с л о в и я м  в  з а ш т р и х о в а н н о й  о б л а с т и ,  п о к а з а н н о й  н а  ф и г .  2 ,  б .

г д е  р2 —  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  ( 4 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  г р а ­

н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 5 )  и  н у л е в ы м  н а ч а л ь н ы м  д а н н ы м  п р и  t=2tu р' —  р е ­

ш е н и е  с о о т в е т с т в е н н о г о  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  г р а ­

н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 5 )  и  н а ч а л ь н ы м  д а н н ы м  ( 9 ) .  Р е ш е н и е  р 2 и м е е т  в и д

(6 ) P =P o+P i,

г д е

4

P n = P n ±==V  iV -г
F (t-R Jc )  n m F{t-R Jc)
------- ----------- , p w = V i V 2--------- ---------

R^i^+Zij,-zn=Ah±z, Z i 2= 6f e + z ,

z 13= 6f t — z ,  zn=8h+z п р и  z S O ,

( 8)  p=pt+pl+p/,

Р е ш е н и е  р/  п р е д с т а в и м  в  в и д е  с у м м ы

( 1 0 )  Р*=Р»+Р',

4

(И)
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г д е

P^ v ^ - R J c )
Rn

p23= F , 2F !
F(t-Ru/c)

R
P2b-- /̂ 24 ' ( V i V 2)

Й22

F{t-R Jc)
23 R24

/ ? 2i = V r 2+ z 2 A  z2l=Sh±z,  z 22= 10 / & + z ,

2 2 3 = 1 0 / 1 — ^ ,  z 24 =  1 2 f o = F z  п р и  z ^ O .

Р е ш е н и е  / ? '  д о л ж н о  у д о в л е т в о р я т ь  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м  ( 9 )  п р и  t=2t{ и  

о б о и м  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 5 )  о д н о в р е м е н н о ,  т .  е .  р' — р е ш е н и е  с м е ш а н ­

н о й  з а д а ч и .

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  ( 1 0 )  в  ф о р м у л у  ( 8) ,  н а х о д и м  в ы р а ж е н и е  д л я

2 4

р=  Е Х л + / /  п р и  t<3tt. А н а л о г и ч н о  м о ж н о  н а й т и  в ы р а ж е н и е  д л я

1=0 j=i
р п р и  t<it 1,  г д е  / = 4 ,  5 ,  6, . . .

Г - 1  4

( 12 ) р = У ,  X ! ) ри+р'’
1ш я  0  7 в=  1

г д е

( 1 3 )

т /  F ( t-R u/c) 
Р ч -у ч R

Rn
У и = ( У , У 2У ,  V *+i

F ,s = F 1,F *+‘ ,

F i* = (F iF i ) '+1,

Й о = У г 2+ 2, Д  z f l = 4 Z f t ± z ,  zi2=2(2l+i)h+z,

Z / 3= 2 ( 2Z + l ) f t — z ,  Z / 4= 4 ( Z + l ) A - t - z  п р и  z ^ O .

В ы р а ж е н и е  д л я  p' н а й д е м  м е т о д о м  Ф у р ь е .  П р е д с т а в и м  р' в  в и д е  с у п е р ­

п о з и ц и и  ч а с т н ы х  р е ш е н и й  о д н о р о д н о г о  в о л н о в о г о  у р а в н е н и я

( 1 4 )  s i n  (kz c o s  f t )  Jo ( kr s i n  f t )  e x p  (—tot) ,

н е  и м е ю щ и х  о с о б е н н о с т е й  и  у д о в л е т в о р я ю щ и х  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м  ( 5 )  

п р и  у г л а х  . п а д е н и я  f t  и  ч а с т о т а х  < о ,  « с в я з а н н ы х  д и с п е р с и о н н ы м  у р а в н е н и е м

( 1 5 )  f t f e c o s f t = ( v — 1/ г ) я ,  г д е  v = l ,  2 ,  3 , . . .

и л и  ( o c o s f t = a v ,  г д е  aw=(y—l/2)nc/h,  / 0( A r s i n f t )  —  ф у н к ц и я  Б е с с е л я .

У м н о ж и м  в ы р а ж е н и е  ( 1 4 )  н а  (AJn)g(cо ) ,  г д е  ^ v = c o n s t ,  g(с о )  —  

ф у н к ц и я  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  и м п у л ь с а  F(t ) ,  п р о и н т е г р и р у е м  п о  о >  о т  

к р и т и ч е с к о й  ч а с т о т ы  av д о  н е к о т о р о г о  з н а ч е н и я  ( o ^ a v / c o s f t '  и  з а т е м  п р о ­

с у м м и р у е м  п о  v .  З н а ч е н и е  f t '  в ы б е р е м  т а к и м ,  ч т о б ы  с у п е р п о з и ц и я  ч а с т н ы х  

р е ш е н и й  ( 1 4 )  у д о в л е т в о р я л а  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м  ( 9 ) .  П е р е х о д я  к  ф у н к ­

ц и я м  Г а н к е л я ,  п о л у ч а е м

С О  < ! > '

( 1 6 )  / = R e {  ( 1 / 2 я )  Y jA .s in (K z)  J ^ ( © )  [ Я , , , )  ( | . г ) + Я , < 1 >  ( | , r ) ] e - ‘ " ‘ d © } f

v =  i  av

г д е  -

kv= a jс,  %v=k s i n  f t v =  ( с o/c) У 1 —  ( a j ( o ) 2 .

З а м е н и м  ф у н к ц и и  Г а н к е л я  а с и м п т о т и ч е с к и м  п р е д с т а в л е н и е м  и  в ы ч и с л и м  

и н т е г р а л  ( 1 6 )  « м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  ( [ 1 ] ,  §  3 8 ;  [ 2 ] ) .  П о д ы н т е ­

г р а л ь н а я  ф у н к ц и я  о т  в т о р о г о  ч л е н а  н е  и м е е т  т о ч к и  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  и
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интегралом от второго члена можно пренебречь. Тогда
оо со'

(17) ^

где

р’ =  Re | -Т  Y j sin ( М  \ S (©) 1й1) (£•/) е~ш  de }  =
v =  l  
оо

е 4 \ Ay, s i n  ( * y Z )  « v / c o s a

=  Re V=1
jt /  2nr/c

\ *** d(o
cv } /  (DSV

ф(со) = £ v (o ) )r —g>£, 5v= s in  dv.

Предполагая, что g(co) — функция, изменяющаяся медленно но сравнению 
с ехр (й р (о )), находим выражения для р '([1 ]»  § 38)

(18) ih
Оо

р' =  R e  |-----—  V  Av — 1̂у-  сog (со) s i n  (k^z) • ei<f><“>) _1 \ ПГС L-Л V —  V *  J w = w *4 v=l
п р и  a v ^ c o g ^ a v / c o s - e ' ,

где o)v — точка стационарной фазы — корень уравнения dcp/dco—0, £/v(co) — 
групповая скорость, C/v= csin O v= cV l-(flv /co )2. Выберем значение так,

Фиг. 2. а -  Положение фрон­
тон импульсов ри*, /?1 2 , Pl3 и 
Ри*, а также импульсов p0i, 
Р0 2 , Роз и ро4т (штриховые ли­
нии) при ti<$<2*i; б -п о л о ­
жение фроытов_ импульсов 
Pit*» Pi2 , pi3 и ри* при t=2tt. 
Заштрихована область зада­
ния начальных условий в мо­

мент t = 2t{

чтобы групповая скорость не превышала скорость фронта импульса рцл 
вдоль слоя, равную U n = c  sin 0И, где 0lt — угол падения (фиг. 2 ,6 ),

C/v^C/ц или sin'&v^sin 0,,.

Таким образом, за фронтом импульса ри*, однократно отраженного от 
обеих границ слоя, возбуждаются импульсные нормальные волны (18),
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угол падения которых не превышает угла падения лучей, ортогональных 
к фронту импульса р { г ,  а частоты, па которых возбуждаются нормальные 
волны, не превышают значения (i), = av/cos 0И. Следовательно, выражение
(18) для р' справедливо при av<a3v<av/cos 0И.

Выражение (12) для негармонического поля также можно найти ме­
тодом Фурье, представив излучаемый импульс р <0) интегралом

\ 00
(19) р(0> =  —  f g (со) e-iMt- R/e)d<*.

— с ю

Тогда р можно представить интегралом

1 °°
( 2 0 )  р =  —  J  g{a)p^e~<a,da,

где — гармоническое поле точечного источника в слое, описываемое ин­
тегралом ([1 ], § 35)

(21) р„ =  (г/с/2) J [е±Шт +  F, етгк+1)1 +  V2 eih{2l‘" г,т +

+  VtV2 eift(4'i:Fl,T] 1 H i" (k T S) SdS при z ^  0,
ДО?) ч

где Г — контур интегрирования (фиг. 3 ), s=sinft, 'y=cos'0,= V l— s'

Д ( s ) = l —F,F2exp (4 ikh^).

Многократно отраженные импульсы />,j? определяемые равенством 
(13), также можно представить интегралом Фурье

j  w

(22) р1} =  —  J g (® )ршц е~ш da, где рши =  V 1}
»ikR4

R
— СЮ и

Выражением для рГ) описывается распространение вынужденных колеба­
ний; рц отличается от р{0) только множителем Vlh принимающим значе­
ния ± 1 . Вынужденное колебание описывается интегралом Фурье от реше­
ния уравнения Гельмгольца р«>ц, которое представляет собой аналитиче­
скую функцию параметра /с=о>/с ( [3 ] ;  стр. 24).

Выражение (12) для р можно получить из формулы (20), выделив 
члены ршj в решении (21). Используя разложение сферической волны по 
плоским волнам ([ 1 ], § 26,3)

sds
>

7

представим рu в виде

(23) ра =  +  где =  1 * 2 ,3 ,...,
/=0

ik
р« = J [e±ikzi + 'V t eih{zh+l)1 +  Vo eih{2l,~zU +

+  V>V2 e“  ihh' Я '"  (Icrs)
A (s)

s ds 

7
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Заменим функцию Ганнелл асимптотическим представлением и введем 
сферические координаты 0/^, где sinOi4=r/Iti>j. Тогда

(24) ра' =  V  У -Ц л ! —  е 1 f -----------  exp [ ikR,-,/(s) ] ds,
i= I Д (s ) У1 — S'

где

s '

/ ( 5) = s  sin 0,.,+У1—** cos 0|/j.
Вычислим интеграл (24) методом перевала. Из уравнения df/ds= 0 нахо­
дим точку перевала s=sin  0,^. Подынтегральная функция в (24) имеет 
полюсы sv=sin  Ov — корни урав- 
нения A (s )= 0  или со У1—s2=flu*.
Контур интегрирования пересе­
кает полюсы Sv^s при деформи­
ровании в перевальный контур 
Г (фиг. 3 ). Следовательно, ин­
теграл (24) равен сумме нор­
мальных волн при sin 
<sin0,/j и интегралу по Г. Для 
интеграла но Г находим выра­
жение Bi-fiJ'j exp (ikRn ) , где 
Bi4 =Vi'i/A (s ) , если полюсы 
расположены достаточно далеко 
от точки перевала, и Вщ выра­
жается через интеграл вероят­
ности, если полюс расположен вблизи точки перевала. Таким образом, по­
лучаем для p j  выражение * .

2 У 2л

Фиг. 3. Расположение исходного контура ин­
тегрирования Г и перевального контура Г 
в интегральном представлении гармониче­

ского поли

(25)

где

9 V9.TT 1 Pihn,'/
p J  У  - L<M*, z . ) e " *  + В r y ------,

h V кг У$у В г j
,vo

Ov(z, z0)= s in  (kyZ) sin ( A vZ o ) .

Верхний предел суммы определяется из условия sv< 0 или сo > a Vl нижний 
предел из условия со У1—s* = a v при sv̂ s  или co<av/cos 8ц.

Выражение (25) получено при фиксированной частоте со>0. Число 
нормальных волн изменяется па единицу цри переходе частоты через зна­
чения av и Ov/cos 0ц. Поэтому выражение для суммы нормальных волн, 
как функции частоты, имеет вид

(26)

где

2 У2я
h l k F

со .

Е - к ф  ,(*, *.) Г Я  (со -  а,) -  Я  (со ------ —  \ 1
V-«- L '  cos 0ц ' J

V = 1

Я(со—av) = 0  при o><av, //(со—av) = l  при 0)> a v.

Воспользуемся теперь выражением (23) для нахождения негармони­
ческого поля. Подставляя первый член из выражения (23) в формулу (20) 
и учитывая соотношение (22), получаем выражение для первого члена 
в формуле (12), т. е. для суммы многократно отраженных импульсов. 
Подставляя выражение (25) для p j  в формулу (20), вычислим интеграл 
(20) методом стационарной фазы. Интеграл от второго слагаемого в фор­
муле (25) не имеет точки стационарной фазы и им можно пренебречь. 
Учитывая выражение (26) для суммы нормальных волн, находим инте-



т р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  / /  

( 2 7 )  • -  ‘  2 Г г
С О

a  /cos и

p' = R e { -p -= V 0 ,(M .)  f
l  Vnhl/r/c J

g ( « )

VfflSv
J .

V «* l

П р е д п о л а г а я ,  ч т о  g(a>) —  ф у н к ц и я ,  и з м е н я ю щ а я с я  м е д л е н н о ,  п о л у ч а е м  о т ­
с ю д а  в ы р а ж е н и е

( 2 8 ) р' =  Н е Л
пгс7  Y ag (<о) ф “ (z ’ Zo) •е1ф (W) I

V --.1 А ; (о=о),

п р и  ay<^(o^<^aJcosQlu

с о в п а д а ю щ е е  с  в ы р а ж е н и е м  ( 1 8 ) ,  е с л и  A y={A ni/h)  s i n  ( kvz0) .  Т а к и м  о б р а ­
з о м ,  п р е д с т а в и в  г а р м о н и ч е с к о е  п о л е  р«  в  в и д е  ( 2 3 ) ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  м е ­
т о д о м  и н т е г р а л а  Ф у р ь е  в ы р а ж е н и е  ( 1 2 )  д л я  н е г а р м о н и ч е с к о г о  п о л я  
в  с л о е ,  в о з б у ж д а е м о г о  с ф е р и ч е с к и м  и м п у л ь с о м .

В  с л у ч а е  г а р м о н и ч е с к о г о  и з л у ч е н и я  ( с о > 0 )  з а д а ч а  с о с т о и т  в  в ы ч и с л е ­
н и и  и н т е г р а л а  ( 2 1 ) .  П р и  с о > 0  и н т е г р а л  ( 2 1 )  м о ж н о  п р и в е с т и  к  с у м м е  
н о р м а л ь н ы х  в о л и  ( [ 1 ] ,  §  3 5 )  /

pw= - j ~ y  ф л*> ( i ”r )
v

п р и  0  <  5 V <  1 .

В о с п о л ь з у е м с я  в ы р а ж е н и е м  ( 2 9 )  п р и  н а х о ж д е н и и  н е г а р м о н и ч е с к о г о  п о ­
л я .  И з  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  с л е д у е т ,  ч т о  п р и  s y-* -1. П о э т о м у
с у м м а  н о р м а л ь н ы х  в о л п ,  к а к  ф у н к ц и я  ч а с т о т ы ,  и м е е т  в и д

2я& °°
( 3 0 )  ра =  — фу (г ’ ( ^ г ) Я ( с о  -  a v) .

V = 1

П о д с т а н о в к а  э т о г о  в ы р а ж е н и я  в  ф о р м у л у  ( 2 0 )  п р и в о д и т  к  с у м м е  и м п у л ь с ­
н ы х  н о р м а л ь н ы х  в о л н  ( 2 8 ) ,  н о  п р и  аУ< & v< ° ° .  Ц и л и н д р и ч е с к и й  ф р о н т  
и м п у л ь с н ы х  н о р м а л ь н ы х  в о л н  прпГ о п и с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  r = c t ,
п о с к о л ь к у  5V- ^ 1 ,  п р и  и  о п е р е ж а е т  ф р о н т  и з л у ч а е м о г о  и м ­
п у л ь с а ,  о п и с ы в а е м о г о  у р а в н е н и е м  R = c t ,  в с ю д у ,  к р о м е  т о ч к и  к а с а н и я  ц и -  
л и д р и ч е с к о г о  и  с ф е р и ч е с к о г о  ф р о н т о в .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в ы р а ж е н и е  д л я  р ,  
п о л у ч е н н о е  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  со н е а н а л и т и ч е с к о й  ф у н к ц и и  ( 3 0 ) ,  н е  
у д о в л е т в о р я е т  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  ( 2 ) ;  п р е д с т а в л е н и е  г а р м о н и ч е с к о г о
п о л я  с у м м о й  н о р м а л ь н ы х  в о л н ,  с п р а в е д л и в о е  п р и  в е щ е с т в е н н ы х  ч а с т о т а х  
c o > a v, н е  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  д л я  н а х о ж д е н и я  н е г а р м о н и ч е с к о г о  
п о л я .
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