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Рассмотрен метод расчета диаграммы нанравлеппости излучателя про­
извольной формы но данным измерения одного лишь давления в ближ­
нем звуковом ноле. Недостающая величина нормальной производной 
(градиента) давления на контрольной поверхности восполняется расче­

том с помощью решения интегрального уравнения, вытекающего из 
свойств двучленного интеграла Грина. Рекомендуется использовать с 
этой целью интегральное уравнение первого рода со слабой особен­
ностью в ядре, позволяющее получить однозначный результат расчета 
диаграммы в дальнем поле и в случае волновых чисел, совпадающих с 
собственными значениями для объема, ограниченного измерительной по­
верхностью. Оценены ошибки расчета диаграммы, связанные с необхо­
димостью вычислять значения градиентов па основании результатов из­
мерения давления, на примерах поля точечного источника и линейной 
группы из пяти точечных источников, при использовании цилиндриче­
ской измерительной поверхности, замкнутой полусферами или плоскими 
основаниями. Для определения диаграммы направленности с точностью 
1-2  дб с помощью описанного метода достаточно трех точек измерения 
давления на полупериод осцилляции давления на контрольной поверхно­
сти. Упрощение процедуры измерений при использовании описанного ме­
тода очевидно: не требуется вовсе измерения градиентов давления.

Задача расчета диаграммы направленности по характеристикам поля 
излучателя, измеренным вблизи его поверхности, имеет большое практи­
ческое значение для калибровки громкоговорителей и гидроакустических 
излучателей больших размеров. Это связано с тем, что непосредственное 
измерение диаграммы направленности таких излучателей необходимо вы­
полнять на расстояниях, существенно превышающих его размеры, соблю­
дая при этом условия свободного звукового поля. Измерения па открытых 
площадках (полигонах) в этом случае попадают в зависимость от погод­
ных условий, а в заглушенных измерительных камерах лимитируются тех­
нически возможными их габаритами и степенью совершенства звукопогло­
щающих облицовок [1, 2 ]. При измерении же звукового давления вблизи 
излучателя, даже при не очень совершенном заглушении измерительного 
помещения, звуковое давление воли, отраженных от границ помещения, 
всё же существенно меньше измеряемого давления прямого поля. Габари­
ты измерительного помещения могут быть при этом сравнимы с размерами 
самого излучателя [3 ,4 ]. ;

Простейшие процедуры пересчета результатов измерения в ближнем 
поле на дальнюю зону требуют либо знания значений амплитуд и фаз 
звукового давления и нормальной скорости на контрольной поверхности, 
окружающей излучатель, либо совпадения контрольной поверхности с ко­
ординатной поверхностью одной из систем скоордипат, в которой возможно 
разделение переменных (всего таких систем 11 [5 ]) .

Современная вычислительная техника позволяет, однако, используя 
математическую формулировку принципа Гюйгенса — Френеля, не обра­
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щаться к функциям Грина для сложных излучателей, и с помощью реше­
ния соответственного интегрального уравнения вычислить необходимые 
значения нормальных скоростей на измерительной поверхности, ограничи­
ваясь измерением одних лишь давлений. В качестве функции Грина при 
этом используется таковая для свободного пространства. Такая постанов­
ка задачи является классической в математическом отношении, хотя и 
здесь для выбора одного из возможных видов интегральных уравнений при 
решении важной промежуточной задачи — вычисления граничных значе­
ний нормальных производных давления на измерительной поверхности по 
значениям измеренных давлений — необходимо дополнительное исследова­
ние. Проведенное нами исследование показало преимущества интеграль­
ного уравнения первого рода со слабой особенностью.

Таким образом, рассматриваемый ниже метод расчета диаграммы на­
правленности принадлежит к группе методов, использующих функцию 
Грина свободного пространства. Давление в любой точке пространства, 
расположенной вне замкнутой контрольной поверхности, окружающей 
излучатель, представляется в виде двухчленного интеграла Грина:

(1 ) р ( * ) “  * ( * » ? )  } d 5 >
S v

где S — замкнутая контрольная поверхность, делящая все трехмерпое про­
странство на внешнюю область, к которой принадлежат точки х, и внут­
реннюю, в которой находится излучатель (или излучатели); точки у 
принадлежат контрольной поверхности; функция f ( y )  дает измеренные 
значения звукового давлепия на этой поверхности; g (x , у ) = е х р  ьк\х— 
—у\/4л\х—у \ — функция Грина свободного пространства; п„ — единичный 
вектор внешней нормали к S в точке у. Интеграл (1) удовлетворяет всем 
условиям задачи расчета ноля р ( х ) , определяемого уравнением Гельм­
гольца
(2) (V 2+/c2) p ( * ) =  О,

с граничными условиями (внешняя задача Дирихле):

( 3 )  р(у)=}(у),

Разрешимость этой задачи для внешней области, граница которой имеет 
нормаль, непрерывную в классе Гельдера, доказали независимо авторы 
работ [6—8]. Условие, налагаемое на непрерывность нормали к S, оказы­
вает существенное влияние на выбор вида поверхности для конкретных 
вычислений и, в частности, не допускает использования выражения (1) 
для результатов измерения па самой поверхности излучателя (или очень 
близко от нее), если измерительная поверхность недостаточно глад­
кая [9].

Для нахождения недостающей для расчета р{х)  по формуле (1) вели­
чины яр(//) = д р (у )  /дп — грапичного значения нормальной производной 
давления в точках у  измерительной поверхности S (y )  — используется не­
прерывность р(х)  вплоть до S (граничное условие (3 )) и известное свой­
ство потенциалов простого и двойлого слоев [7 ], состоящее в том, что при 
помещении точки х  в точку у0 контрольной поверхности интеграл (1) 
дает значение, равное половине 1(у0) . Тогда

(5) § ty (y )g (y o ,y )d S  =  — j f ( y 0) +  ^  f ( y ) dg(] ~ -  dS.
s  s  v
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Интегральное уравнение (5), в котором ядро интеграла в левой части 
имеет особенность в точке */<>. является интегральным уравнением первого 
рода со слабой особенностью [10]. Оно имеет единственное решение для 
любого вида правой части, если волновое число к отлично от собственных 
значений Лг, (г =  1, 2 , . . . )  внутренней однородной задачи Дирихле [11], 
т. е. отлично от таких значений, которые соответствуют собственным ко­
лебаниям пустого объема, ограниченного свободной поверхностью S. Сле­
довательно, если при измерениях используется поверхность, для которой 
не известны заранее собствеппые значения то процедура расчета 
с помощью формулы (5 ), вообще говоря, не гарантирует получения ис­
тинных значений г|ч(у). Это обстоятельство не влияет, как оказывается, 
па правильность последующего расчета интересующей нас диаграммы на­
правленности во внешней области, вдали от S. В работе [И ]  строго до­
казано, что присоединенное решение (сумма собственных решений ъ (у ) )  
уравнения (5) при /c=/c, не дает вклада в интеграл (1), так как для лю­
бой точки х  вне S справедливо равенство

(6) §  ty (y )g {x ,  y )d S = 0.

Отметим, что для нахождения ф(г/) по /(* /), трансформируя форму­
лу (1), можно получить еще два вида интегральных уравнений, кроме 
уравнения (5), [12]. Однако свойство (6 ), присущее решениям уравне­
ния (5), делает это уравнение наиболее пригодным, па наш взгляд, для 
численного расчета диаграммы направленности излучателей. Для практи­
ческого применения уравнения (о) с целью вычисления г|}(у) важно, что­
бы малые отклонения ) (у )  (т. е. данных измерений) от истинных значе­
ний приводили бы также лишь к малым отклонениям \р(у). Этим вопро­
сам устойчивости посвящен ряд работ, начиная с работы [13]. Используя 
строгие математические методы [13—18], можно показать устойчивость 
решения (1 ), получаемого с помощью уравнения (5), для волновых чисел 
k¥=ki. Численные же примеры показывают, что практически и при к = к { 
устойчивость решения имеет место.

Написанные в общем виде соотношения (1) и (5) удобно для прак­
тического расчета привести к одномерному виду, используя в качестве 
контрольной поверхности поверхность вращения S=S(t ,  ср) {t — коорди­
ната параметрического задания контура вращения в цилиндрической си­
стеме координат {р, (p, z }) . Разложив предварительно заданную функцию 
давления на контрольной поверхности в ряд Фурье по угловой координате 
(ф), можно свести интегралы по S к однократным. Искомая функция 
р (х)  в сферических координатах представится тогда в виде

'm a x

(7) р(Л,0,<р)-= ^  е,/>((Д,0)Ф<(ф) \ е0= 1 , е1= г г= . . . = 2 .

Расчет нормальной производной давления на измерительной поверхности 
сводится к нахождению гармоник t|)n( 0  ряда Фурье для я|)(£, ф)

п « » 1 max

<8) ф (.t, ф) =  (*) Ф„ (ф ).
П —0

Ф«(ф) cos гф или (и) sin«p в зависимости от вида /(£, ф). Подставляя 
ряды Фурье для функций f(t ,  ф), ф(£, ф), функции Грина и ее нормаль-

(5),ной производном в уравнение после учета ортогональности тригоно

* Число гармоник (fmax), естественно, будет ограничено числом точек измерения, 
приходящихся на окружность (0< у< 2п ).
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метрических функций можно получить интегральные уравнения для 
•фЛ*). Решив их, получим значения гармоник давления р ,(/?, 0). Подроб­
ные выкладки, а также конечный вид интегральных уравнений для ^ „ (0  
и интеграл Грина для /?,•(/?, 0) приведены в работе [19].

Алгоритм численного решения* интегральных уравнений для а|з,,(£) 
строится путем замены интегрального уравнения системой линейных 
уравнений 2N-ro порядка, где N — число точек, в которых измеряется зву­
ковое давление и его фаза вдоль направления оси вращения. При таком 
построении алгоритма используется то обстоятельство, что особенность 
ядра интегрального уравнения и правой части логарифмическая [20] и 
что метод саморегуляризации [21] здесь применим для получения устой­
чивого решения. Выбор шага интегрирования определяется компромиссом 
между тем, что, с одной стороны, оп должен быть невелик, так, чтобы 
осциллирующие гармоники /„(£) достаточно точно передавались конеч­
ным числом значений на оси t, а с другой — тем, что, при уменьшении 
этого шага, матрица системы лттнейпых уравнений, заменяющих интег­
ральное уравнение, может стать неустойчивой по отношению к погреш­
ностям вычисления. В работе [22] показано, что алгебраическая система 
200-го порядка, к которой сводится уравнение с логарифмической осо­
бенностью, при численном решении еще не приводит к потере устойчи­
вости. При шаге интегрирования порядка 0.1 дайны волны точность ре­
шения получается достаточной для практики [22—24], а максимальный 
размер контрольной поверхности (L=10X), получающийся при таком 
шаге и N=100, охватывает с запасом область, в которой еще имеет смысл 
подобный расчет В работах [20, 25—27], например, отмечается, что
уже для поверхности с линейным размером L > (1 —2)Х можно с успехом 
пользоваться «высокочастотным приближением», т. е. связью между дав­
лением и скоростью частиц для сферической (цилиндрической) волны с 
радиусом кривизны, равным локальному радиусу кривизны фронта вол­
ны. В этом случае отпадает необходимость не только измерения i|i. по и 
решения интегральных уравнений.

При вычислении значений неизвестной функции ее можно ап­
проксимировать кусочно-постоянной функцией по методу Крылова — Бо­
голюбова [28]. Этот метод прост, а точность его достаточна, имея в виду,, 
что конечной целью является вычисление звукового давления в дальнем 
поле.

Мы не касаемся здесь деталей вычисления значений *ф„(£) и диаграмм 
направленности, заметим лишь, что соответственные алгоритмы н про­
граммы для машины БЭСМ-6 были составлены [19].

Возможность практического применения метода расчета диаграмм на­
правленности, по данным только звукового давления на контрольной по­
верхности, была проверена па тестовых задачах, одна из которых рассмот­
рена в работе [11]. Здесь мы приведем результаты расчета при исполь­
зовании контрольных поверхностей в виде цилиндра, ограниченного полу­
сферами, и цилиндра с плоскими основаниями. Эти поверхности, вообще 
говоря, не принадлежат к классу достаточно гладких поверхностей, для 
которых справедливо решение (1) [9 ], одпако применение их может ока­
заться удобным для измерении, а потому целесообразно рассмотреть, как 
можно «приспособить» эти поверхности для практических расчетов.

Исходными данными для расчета служили значения давления (мни­
мой и действительной части) в точках контрольной поверхности, созда­
ваемого одним точечным источником и линейной антенной из пяти син- 
фазно колеблющихся точечных источников, расположенных но оси ци­
линдрической поверхности. Геометрия задачи показана на фиг. 1. Расчет 
проведен в дальнем поле на сферу с радиусом Д =10 а, для различных 
значений ка (от 1 до 7 ); длина цилиндрической части контрольной по­
верхности выбрана равной 6а. Предварительно проведены методические- 
расчеты с целью определения оптимального числа точек измерения N..
9 2 2



Т а б л и ц а  1

Волновой размер, ha 2 3 4 5 6

Число точек па каждой 
из полусфер, Nc

3 3 3 4 5 6 6 3 4 6 3

Общее число точек, N 18 18 18 24 30 36 18 18 24 18 18
Максимальная ошибка,

бтах, %
0,7 2 5 2 0,9 0,4 8 12 5 29 18

обеспечивающих нахождение р(х)  с заданной точностью. Результаты 
этих расчетов сведены в табл. 1 и показаны па фиг. 2.

Приведенные в табл. 1 значепия максимальной ошибки (б max) в даль­
нем поле (по сравнению со значениями, даваемыми аналитическим реше­
нием задачи с одним точечным источником) хорошо иллюстрируют увели­
чение бщах с ростом ка при сохранении числа точек N. Так, например, для

0= 0

в = о °

Фиг. 1 Фиг. 2
Фиг. 1. Контрольная поверхность и схема расположения источников

Фиг. 2. Диаграмма направленности одного источника. 1 — аналитическое решение; 
2 — результаты расчета с /Vc=3, 7V=18; а — ка=2, б — ка=4у в — ка=6

достижения точности в ± 1  дб  при к а = 5 достаточно в этом случае Nc= 3  
и N =18. Заметим, что увеличение Nc при неизменном N приводит к уве­
личению ошибки. Это связапо с тем, что для минимизации ошибки число 
точек па период осцилляции давления должпо быть но возможности оди­
наковым на всех частях поверхности. Для точности в ±1  дб  достаточно, 
как показывают такие методические расчеты, взять шаг интегрирования 
—0,ЗЛ. при к а = 5. Для случая антенны из пяти синфазных источников 
(фиг. 1 ,6), расположенных с интервалом Д = л /2 k=X/i па оси измери­
тельной поверхности, аналитическое выражение для характеристики на­
правленности имеет вид

I/> (0) | =  | sin c o s o j  y^5sin^ — cos0

9 2 3



При таком расположении антенны отличны от пуля только значения по> 
стояппого члена ряда по <р, т. е. значения Результаты расчетов.
J /? (0) | дапы на фиг. 3, а и в табл. 2.

Рассмотрение кривых осцилляции давления па контрольной поверхно­
сти и результатов расчета, приведенных в табл. 2, показывает, что трех 
точек на половину периода осцилляции давления на этой поверхности до-

90°

Фиг. 3. Диаграмма направленности антенны из пяти источников, расположенных на 
оси цилиндра. 1 — аналитическое решение; 2, 5 — результаты расчета с различными 
1Чс И iV=6/Vc. а — Д=Я/4, А:а=6; 2 -  Nc= 3; 3 — Nc= 5; б - Д = а ,  Лга=5; 2 - N c= 6;

3 -  7VC= 3

статочпо для получения диаграммы направленности с максимальной по­
грешностью, не превышающей 1—2 дб. Необходимо отметить, что нет 
смысла увеличивать число точек N к Nc больше указанного значения, так 
как это не дает значительного увеличения точности результата, но тре­
бует дополнительных затрат машинной памяти и времени счета. На фиг. 
3, б приведена диаграмма для ка= 5 при фиксированном расстоянии 
между источниками, равном а. И в этом случае, как показывают графи­
ки, ошибка не превосходит 1,5 дб при трех точках на полулериод осцил­
ляции давления на контрольной поверхности.

Т а б л и ц а  2

ОА?
О

N

0, град
0 9 18 ,1 27 36 | 45 1 4̂ , 63 72 81 1 90

б. %

3 3 18 -1 ,6 4 -1 .8 2 -2 .1 1 —2,03 2,25 0,40 —0,07 —0,16 —0,20 —0,13 —0,05
5 30 0,09 - о . о б —0,40 -0 ,9 1 1,01 0,67 0,05 —0,07 —0,07 —0,02 —0,01

4 3 18 2,64 з .5з 5,52 6,10 0,61 0,84 0,47 0,80 0,53 0,09 0,04
5 6 24 1,10 —0 ,q2 —2,58 —4,01 —0,60 —2,81 —2,20 -1 ,1 6 —0,35 —0,27 —0,29
6 3 18 -28,8 -38,7 -36,3 14,26 136 19 —9,30 —2,80 0,30 —0,70 —0,13

5 30 1,7 - 2 , 0 - 9 ,1 - 5 ,6 20,5 3,7 —2,0 - 0 ,9 0,01 -0 ,0 6 —0,23
6 24 4,76 0 ,75 - 7 , 4 - 6 , 5 18,4 -3 ,1 4,24 —2,44 —0,08* -0 ,1 7 —0,79
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Приведем также результаты расчета диаграммы той же антенны, рас­
положенной перпендикулярно оси контрольной поверхности (соответст­
венно фиг. 1, в) . В этом случае, очевидно, требуется рассчитать достаточ­
ное число гармоник ^2п(0 для получения желаемой точности. Фигура 4. а 
показывает, что четыре—пять гармоник по <р дают уже достаточно хоро-

Фиг. 4. Диаграмма направленности антенны из пяти источников, расположенных на 
оси, перпендикулярной оси цилиндра: Д=0,4а, ка=6, JVC= 5, iV=30. 1 — аналитиче­
ское решение; 2 — imax=0; 3 — 1; 4 — 2; 5 — 3; 6 — imax=4. а — диаграмма направлен­
ности в азимутальной плоскости; б — диаграмма направленности в плоскости, прохо­

дящей через антенну и ось цилиндра

шее приближение диаграммы в азимутальной плоскости. Диаграммы 
фиг. 4, б относятся к плоскости, проходящей через ось антенны и ось сим­
метрии контрольной поверхности, и дают тот же результат. Использован­
ные в расчете значения iVc= 5  и N= 30 выбраны из условия трех точек 
измерения на нолупериод осцилляции давления на измерительной поверх­
ности. Фигуры 4, а, б подтверждают целесообразность такого выбора.

Проведем расчет с помощью «плохой» измерительной поверхности в 
виде цилиндра, замкнутого плоскими основаниями. В силу двузпачно-

90°

5 /

Ш Г В = О
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сти нормали к границе па контуре оснований цилиндра и разрыва в ради­
усе кривизны эта поверхность непригодна для аналитического реше­
ния (1 ). Однако при численном решении можно избежать ошибок, выде­
лив особенности в решении интегрального уравнения. С этой целью 
достаточно отойти от ребер цилиндра на малое расстояние е вдоль его 
поверхности и соединить полученные точки кривыми с конечной кривиз­
ной. Тогда разработанный для наших расчетов алгоритм оказывается при-

Фиг. 5. Диаграмма направленности антенны из пяти источников на оси цилиндра: 
А==Х/4, ка=2л; 1 — аналитическое решение; 2 — результаты расчета с N0= 3 У ZV=18;

3 — результаты расчета с /V0=5, /V=30
Фиг. В. Кривые распределения нормальной скорости на поверхности цилиндра в слу­
чае антенны из пяти источников на оси цилиндра: / — аналитическое решение;
2 — решение интегрального уравнения с /Vo=3; N =  18; 3 — решение интегрального

уравнения с /V0=5, W=30

годным. Уменьшая величину е, можно сколь угодно близко подойти к по­
верхности конечного цилиндра. Так как с уменьшением е вклад е-окрест- 
ности особых точек в интеграл стремится к нулю, то можно исключить 
эту окрестпость из рассмотрения и заменить пределы интегрирования ±I  
на ± (1 —г) и а на (а—е). Результат расчета для пятиэлемситой антенны 
синфазных точечных источников, расположенных на оси цилиндра с ин­
тервалами Х/4, при ка=2пу N0= 3 и /V0= 5  и N=(\N0 (N0 — число точек на 
каждом торце), дан па фиг. 5. При этом е было выбрано равным 1/20 
шага интегрирования. Для примера на фиг. 0 приводим сравнение зна­
чений нормальной скорости на контрольной поверхности, полученной из 
решения интегрального уравнения и из аналитического выражения для 
пятиэлемептпой антепны. Здесь видно, что расчет при трех точках па 
полунернод осцилляции дает уже неплохое соответствие с точным значе­
нием нормальной скорости.

В заключение отметим, что возможности, представляемые описанным 
методом численного восполнения необходимых данных о нормальной про­
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*

и з в о д н о й  и з м е р я е м о й  в е л и ч и н ы  з в у к о в о г о  д а в л е н и я ,  р а с с м о т р е н ы  д л я  и д е ­

а л ь н ы х  у с л о в и й  с в о б о д н о г о  о д н о р о д н о г о  п р о с т р а н с т в а .  В л и я н и е  о т р а ж е ­

н и й  о т  г р а н и ц ,  р а с п о л о ж е н н ы х  в н е  и з м е р и т е л ь н о й  п о в е р х н о с т и ,  с о с т а в л я ­

е т  с а м о с т о я т е л ь н ы й  в о п р о с .  П о м е х а ,  с в я з а н н а я  с  т а к и м и  о т р а ж е н и я м и ,  

с к а ж е т с я  к а к  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  и з л о ж е н н о г о  з д е с ь  м е т о д а ,  т а к  и  п р и  

р а с ч е т а х ,  о с н о в а н н ы х  н а  и з м е р е н и и  д в у х  х а р а к т е р и с т и к  п о л я  —  д а в л е н и я  

и  е г о  г р а д и е н т а .

П о д ч е р к н е м  е щ е  р а з ,  ч т о  п р о ц е д у р а  п е р е с ч е т а  с  и с п о л ь з о в а н и е м  « т о ч ­

н ы х »  ( п о л у ч е н н ы х  и з л о ж е н н ы м  м е т о д о м  и л и  и з м е р е н н ы х  н е п о с р е д с т в е н ­

н о )  з н а ч е н и й  г р а д и е н т о в  д а в л е н и я  и м е е т  с м ы с л  л и ш ь  д о  в о л н о в ы х  р а з м е ­

р о в  (ка и  kL в  н а ш и х  о б о з н а ч е н и я х )  к о н т р о л ь н о й  п о в е р х н о с т и  п о р я д к а

3 — 5 .  П р и  б о л ь ш и х  р а з м е р а х ,  к а к  п р а в и л о ,  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  с о о т н о ш е ­

н и е - м е ж д у  д а в л е н и е м  и  с к о р о с т ь ю  ч а с т и ц  в  н а п р а в л е н и и  п а  т о ч к у  п е р е ­

с ч е т а  \х \ - * - « >  т а к о е  ж е ,  к а к  в  п л о с к о й  в о л н е  и л и  в  с ф е р и ч е с к о й  с  р а д и у с о м  

к р и в и з н ы ,  с о о т в е т с т в у ю щ и м  м е с т у  п а  и з м е р и т е л ь н о й  п о в е р х н о с т и .

П р е и м у щ е с т в а  ж е  и с п о л ь з о в а н и я  ч и с л е п п о г о  м е т о д а  п е р е д  м е т о д о м  

п р я м о г о  и з м е р е н и я  г р а д и е н т о в  в  п о д е  о ч е в и д н о :  у п р о щ а е т с я  и з м е р и т е л ь ­

н ы й  к о м п л е к с  и  у с к о р я е т с я  п р о ц е с с  и з м е р е н и я .  И з л о ж е н н ы й  з д е с ь  в а р и ­

а н т  ч и с л е н н о г о  м е т о д а ,  о с н о в а н н ы й  н а  и н т е г р а л ь н о м  у р а в н е н и и  ( 5 ) , .  

н а  о с н о в а н и и  т е о р е т и ч е с к о г о  а н а л и з а  [ 1 1 ]  и  п р и в е д е н н ы х  з д е с ь  ч и с л е н ­

н ы х  п р и м е р о в  м о ж п о  р е к о м е н д о в а т ь  к а к  х о р о ш о  с о о т в е т с т в у ю щ и й  т р е б о ­

в а н и я м  и з м е р и т е л ь н о й  п р а к т и к и .
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