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РАСПРОСТРАНЕНИЕ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 
В ДВУХФАЗНЫХ СМЕСЯХ ПАРА С КАПЛЯМИ

А. И .  И ва н да ев

Исследуется распространение малых возмущений в однокомпопепт- 
ных взвесях, представляющих собой насыщенные двухфазные смеси 
несущей паровой и диспергированной жидкой фаз при достаточно малых 
давлениях. Получено дисперсионное соотношение, описывающее процесс 
распространения монохроматических волн с учотом эффектов неравно­
весных фазовых превращений. Указаны пределы его применимости по 
концентрациям и частотам колебаний. Проанализирован ряд предельных 
ситуаций; приведены и обсуждаются результаты расчетов.

Вопросы распространения звуковых волн в двухфазных микропеодпо- 
родньгх средах изучались в работах [1—9] и рассмотрены в монографиях 
[10—12]. Влияние фазовых превращений на дисперсию и затухание воз­
мущений анализировалось в [6—9]. Общие результаты для смесей ка­
пельной структуры получены в [7] при решении линеаризованной системы 
уравнений гидромеханики и термодинамики [13]. В дайной работе рас­
пространение звуковых воли изучается в рамках модели [14], позволяю­
щей наиболее просто и корректно учесть эффекты межфазного массооб- 
мена. Обсуждаются вопросы конкретизации уравнений состояния фаз и 
законов межфазпого взаимодействия. Полученные результаты обобщают 
и уточняют данные, опубликованные в работе [7].

Предположим, что мелкие диспергированные капли жидкости распре­
делен ы в несущем паре достаточно равпомерно. Если длина волн зна­
чительно превышает размеры капель и расстоянии между ними, двухфаз­
ную смесь можно считать акустически однородной сплошной средой. Сле­
дуя [11, 15], линеаризованные уравнения сохранения масс и импульсов 
фаз для одномерного ^установившегося движения парокапельной смеси 
запишем в следующем виде:

Здесь р, — осредненная по объему смеси плотность /-фазы; — скорость 
/-фазы, осредненная по объему, занятому этой фазой ( /= 1 ,2 ) ,  р — давле­
ние в газовой фазе, J - интенсивность испарения с поверхности индиви­
дуальной капли, /  — сила, действующая на каплю со стороны газа, п — чис­
ло частиц в единице объема смеси. Индексы 1 и 2 относятся к параметрам 
пара и капель, индекс 0 — к иевозмущенпому состоянию; штрихами отме­
чены возмущения параметров смеси.

Уравненля сохранения энергии смеси, притока тепла к каплям и тепло­
вого балапса поверхностного о-слоя отдельной капли имеют следующий
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линеаризованный вид:

Эр'
at dt at

?1о”Ь ?2о= Ло

dt

Здесь ij — энтальпия /-фазы, осреднеппая но объему, занятому этой фазой, 
аj — объемное содержание /-фазы, — интенсивность теплообмена между 
/-фазой и поверхностным a-слоем капли (/ =  1, 2 ); б — диаметр капли.

Зададим уравнения состояния фаз. Ограничиваясь случаем малых дав­
лений, возьмем в качестве уравнений состояния пара уравнения состояния 
калорически совершенного газа; капли жидкости будем считать несжимае­
мыми

Здесь Tj — температура /-фазы, осреднепная по объему, занятому этой фа­
зой, р /  — истинная плотность вещества /-фазы (/••=!, 2 ); сри сг — теплоем­
кости пара и жидкости при постоянном давлении и объеме, R — газовая по­
стоянная. После линеаризации уравнения состояния примут вид

Отметим, что не следует применять п качестве уравнений состояния перегретого 
пара уравнения

рекомендуемые, например, [13] (здесь /-удельная теплота парообразования, Ts -  
температура насыщения).

При всей очевидности формы записи энтальпии пара (она полагается равной 
сумме энтальпии жидкости в состоянии насыщения, теплоты парообразования и эп- 
тальпии перегрева) здесь нарушается следствие I и II законов термодинамики -  
дифференциал энтропии не является полным дифференциалом. В этом легко убе­
диться непосредственной проверкой. Результаты |7, 16], полученные с использова­
нием этого уравнении состояния, являются недостаточно корректными. Результаты 
данной работы уточняют в этом смысле результаты [7].

Существенное значение для акустики двухфазных дисперсных сред 
имеют вопросы конкретизации законов взаимодействия фаз. В общем слу­
чае интенсивности силового и теплового взаимодействий дисперсных вклю­
чений с непрерывной фазой зависят от частоты колебаний и концентрации 
дисперсной фазы в смеси. Мы предположим, что влиянием близлежащих 
капель па поля скоростей и температур несущей фазы в окрестности каж­
дой отдельной капли можно пренебречь. Кроме того, рассмотрим малые 
частоты колебаний
(4 ) со<<й,=р,/р,°б\

при которых глубина проникания вязкой волны в газовую фазу 6v̂ (v /(o ) ,/* 
значительно превышает размер капель [12]. При условии (4) сила меж­
фазного взаимодействия равна силе вязкого трения Стокса

/?=р,°Д7’|, £i=cp,ri+ co n st
(сР1, Я, c2=const)
p2°=C011St, h= C 2 T 2 +p/p2 ,-\-const

(3) p'/po=Pt°7pio°+71 / / To, i '= c PiT

P2°'=0, Ь'=СгТг'+р'/р%*.

T ’  pi1 i »

p=pi°RTu 1\ =  с>[Тк(р )-Т 0]+р/р20+1(р)+ср[(Т{- Т я),

(Г>) / = /и=ЗябоМ.(У1/—U2r) (o)<6>.)

ч не зависит от частоты колебаний [11].
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Определим интенсивности теплообмена поверхностного a-слоя с основ­
ной массой капли и окружающим паром. Положим их пропорциональными 
соответствующим разностям температур

?ia=M «o2(7 У -7 7 )  =ябоХ № (Т ' -Т / )  (N;i= № A i )  •
Здесь Я, — коэффициент теплопроводности материала /-фазы, и iV, — ко­
эффициент теплоотдачи от о поверхности к /-фазе и соответствующий ему 
параметр Нуссельта.

Число Прандтля пара — порядка 1, поэтому при частотах (4) глубина 
проникновения тепловой волны в газовую фазу 6 г~ (и (/оэ)1/2 (где х=Я /рс — 
коэффициент температуропроводности) значительно превышает размер 
капель. При этом можно полагать [2]
(7), /V,^const^2 (<о<<1>.)-
В этом случае интенсивность теплообмена поверхности капли с паром не 
зависит от частоты колебаний.

Коэффициент температуропроводности воды на линии насыщения при 
малых давлениях па два порядка меньше, чем у пара. Поэтому при часто­
тах (5) глубина пропикапия тепловой волны в каплю может быть значи­
тельно меньше ее размера. В связи с этим следует учитывать зависимость 
интенсивности теплообмена капли с ее поверхностным слоем от частоты 
колебаний. Следуя [2 ], можно получить

(8)
ЛТ _ const = 1 0 , (0<(0.* Л / о С2Ч

i V 2  =  ,  l f  ( C 0 . * = ? t 2 / p 2  С 2 6  ) .(1 — i)6(co/2x2) \ G)**<CD<0).
Значение N2 в промежуточной области частот может быть найдено интер­
поляцией.

Интенсивность неравновесного фазового превращения на поверхности 
капли зададим линейпым соотношением типа [ 14 ]

(9) J=Fnb02~ j ( T o'—T / ).
J- 0

Система уравнений (1) — (3), (5) —(9) замкнута.
Введем следующие безразмерные переменные и параметры:

(10) Ф ,=р/7р10, Ui=Vi'/au Qk= T h'/Tо, Pj= p j7po(al3='YPo/pio°)
г^рю°/р2°, wi=^p2o/pio» Ci—Cpj/'y/?. L = l j a 2
( /= 1 , 2; * - l , 2 , a f *) f

а также приведенные переменные

(11) Г^/м/ргойД q^nq/pooa^ Г=п1/р2оаь T=a,f.
Здесь а, — скорость звука в паре, т — время, выраженное в единицах 
длины.

С учетом уравнений состояния (3) исходная система (1) —(2) в-пере­
менных (10) —(11) примет вид

дФ1 . dUt „ дФ2 . dU2
( 12) д +  -т —  =  mJ\

О Т  O Z
+  т-~— = —mJ%

О Т  O Z

dUi 1 дР
-  +  —  +  m f'= 0,

дт 7 dz
dU2

m ----------ттг/*=0,
дт

?
%.« 1 дРг  9Ql +  mr  502 Ci —— +  mC2 ——• -

от от дт
= -m L J \

1н
-Я ю  ,

q n '+ q *? -J 'L = 0, 0,4-Ф, +гф  2—Р =0.
Здесь и далее индекс 0, соответствующий параметрам невозмущенного со­
стояния, опускается. С учетом (5 ), (6) и (9) приведенные члены межфа-
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:ювых взаимодействий могут быть записаны в виде
(13) Г = (С Л -С /2) /т „  7 ^ = (0 -0 с ) /т о ь  Г=(0о~О,7>)/т„,,

где 0 /  — производная от температуры насыщения по безразмерному дав­
лению; т„, т6j и тт  — характерные приведенные времена релаксаций по 
скорости, температуре и массообмену соответственно

(14) Tt)=p206oa«i/18|.i1, Toj=p2°6ozai^fi/6 îVj,
Tm= p 2°6o?,oai//?/o.

В соответствии с (8) при этом учитывается факт зависимости характерно­
го времени тепловой релаксации т е2 от частоты колебаний а).

Перейдем к исследованию распространения малых возмущений в одно- 
компонентных двухфазных смесях пара с каплями, описываемых уравне­
ниями (12) — (14). Ищем решения этих уравнений, имеющие вид прогрес­
сивных волн
(15) Р, Ф;, Uj, 0* 0o~exp i(Kz—<о£)=ехр (—6z) expi(kz-cdt)

(K = k + i8 , ар=(й/ку ag=dco/dk, j = 1,2).

Здесь К  — комплексное волповое число; б, ар, aR — декремент затухания, 
фазовая и групповая скорости волны, определяемые мнимой и действитель­
ной частями волнового числа.

Из условия существования у системы (12) —(14) нетривиального ре­
шения (15) можно получить следующую дисперсионную зависимость вол­
нового числа от частоты возмущения:

е е ) Я * ----- г  © *а аа.

(1+/ге—щ )  
(1 /сс,—гг|) [1 +

Д ,+ 9 /£ Д ,/в ,-Д ,/7 «
Д 2Я 4+ Д 3 ]

П 0= а 2( 1 - г )  { —1 / 7 + 0 / (С .+ т С г)- * Чв,С1[С 1е / + ( С 40 / —1 / f ) в , ] } ,
/7 ,—ccsZfOaVes—<т|в*«,г/7, i7 2 = - ir )8 ,a 1rC1,
Я 8= а 2Ь [ 1 —^ 8 ^ 2 ( 8 2 + 6 3 //^) ],
Я 4= / / + 8 з i t ] 8 i C 2[/>62+ 6 a ( I + 8 2 )  ]

T] =  CdTv/ a i ,  8 i ==T o i/ T r ,  8 2 T o 2/ T e i ,  83 т ш/ т 01.

Здесь ц — безразмерная частота возмущения, е* — отношения характерных 
времен релаксаций ( к = 1—3). По внешнему виду зависимость (16) напо­
минает дисперсионную зависимость, полученную ранее в [7 ], однако те­
перь комплексные термодинамические выражения IJh ( к = 0—4), ответст­
венные за описание релаксационных процессов межфазного тепломассо­
обмена, имеют значительно менее сложный вид.

Однако выписывать вытекающие из (16) явные зависимости фазовой 
скорости и декремента затухания от частоты и термодинамических пара­
метров смеси нецелесообразно по причине их чрезвычайной громоздкости. 
Анализ этих зависимостей можно выполнить путем проведения расчетов. 
Некоторые их результаты представлены ниже.

Выражения для равновеспой ае и замороженной a1 скоростей звука па­
рокапельной смеси, получающиеся из (16) при предельных переходах 
г]-»-0 и г\-*-<», имеют вид

ав=ахв{a * ( i+ m )  (1+w 0/C '2/G ) } ” '\

Г ь  р0 1 'Ь 
1 ( 1 - г ) С р , о ° /  ’

G=C,Q,'
, ь ( 1 -е / у

1 - г
a, = a i, { i/a i}\  a,/ = a ,=  ("fpo/pi0) l/’.

Здесь а,‘  — равновесная скорость звука в чистом паре, представляющая со­
бой скорость распространения слабого возмущения «нулевой» частоты в
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Фиг. 1. Зависимость фазовой скорости распространения слабого возмущения от его 
безразмерной частоты ц; I -  т = 0,8 (с*! =0,995), II -  w=3,27 (а ,=0,98), III -  w=13,9 
(ai=0,92). Кривые 1 — ^=10-1 кг-сек-град/м'\ 2 — F=\О-2, 3 — F=10-4, 4 — полттое

темнературпое и фазовое равновесие
Фиг. 2. Зависимость декремента затухания возмущения от безразмерной частоты rj.

Нумерация кривых та же, что и на фиг. 1

насыщенном паре, температура которого не может отличаться от темпера­
туры насыщения (a1e¥=aif= a l [7] ) .

При безразмерной частоте возмущения t)<Tv/tт фазовое превращение 
на поверхности каждой отдельной капли пароканельной смеси происходит 
квазиравиовесыо (температура поверхности капли Т0—Тв).  В этом случае 
процесс распространения возмущения описывается более простым диспер­
сионным соотношением, получающимся из (16) путем предельного пере­
хода тт ->0 (сз->0). Оно может быть записано в виде

(17) =  (1 + m -fti) (Qi~iy]Qz)
a,z (1 /ау- щ )  {Qs-i^Q,) ’

(? i= a 2L ( l —0 /)  +сб2(1—r) [ Q / —

0 2=^+г^г2а 2ЬС2{\—0 / ) + e 1cci?,L(C,1— l/'y) +
+ a 2 ( 1 -r )  C dC fi/+  { C $ / -  1/-Y) e2], 
Q^=L(a2-7 ]2e12e2a 1rC]C2) , (?4= + e 1L (a 1r6,1+ a 2e2C2).

Дисперсионное соотношение при отсутствии фазовых превращений 
(описывающее,, в частности, процесс распространения слабых возмущений 
в смеси газа, с .твердыми частицами) также может быть получено из обще­
го дисперсионного соотношения (16) предельным переходом т 
(е3->-ро) . Оно имеет вид

/ 18\ (1 + т -Щ )1 ч (1 + ™ )С о / С 1- -щ в 1(1 + ц )С г ]

a,2<Xl (1 /а ,—iri) [Г(1+т)С 'о/С1—щ г1{\+г2)С2\
Г =  (cPi+m c2) /  (cpl—R +m c2), С0=  (cpl—R-t mc2) /  (1 + m) yR .

Здесь Г — эффективный показатель адиабаты двухфазной смеси, Сп — без­
размерная теплоемкость единицы массы смеси при постоянном объеме.

Коэффициенты зависимости (18) несколько отличаются от коэффици­
ентов аналогичной зависимости, полученной в [7 ]. Появился дополнитель­
ный коэффициент (1+г;2) в членах, описывающих эффекты температурной
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релаксации, что связано с учетом дополнительного релаксационного про­
цесса теплообмена основной массы частицы с ее поверхностным слоем. 
Коэффициент яг.= г+ а ,(1—г),фигурирующий в зависимости [7],  теперь 
стал тождественно равен I (из-за неучета силы Архимеда / Л в законе сило­
вого взаимодействия фаз, так как в диапазоне частот (5) ею можно пре­
небречь). Если учитывать / Л, то, в отличие от [7],  следует учитывать также 
силу присоединенной массы и наследственную силу Басса — силы того же 
порядка малости, что и / Л. Отметим, что фактические результаты расчетов 
по старой [7] и новой (18) зависимостям совпадают, если речь идет
0 парокапедьпых смесях а 2< 1 , pi°/p2,0< l ,  е2<1.

Особенности дисперсионной зависимости (16) анализировались числен­
ными расчетами. На фиг. 1—3 показаны кривые, отображающие характер 
зависимостей фазовой скорости ар, ко­
эффициента затухания б и безразмерно- 0 
го коэффициента затухания иа длине 
волны ст(а=2лбд/,/о)) от частоты возму­
щения. Расчеты выполнены для паро- 11 
водяной смеси с начальным давлением
1 бар с использованием следующих зна­
чений термодинамических параметров 
фаз:
0 9 )  7=1,3, ц,=1,2*10“5 к г/ м - с е к , 2

A,i=0,025 к гм / с ек3К

c pi =2500 м2/сек2 К,

Я2=0,65 кем/сек3 К ,
C2=4400 м*/секг К .  0 ц. В т /
/=2*106 мг/сек\

п, Фиг. 3. Зависимость коэффициента
Т ри различные серии кривых на затухания на длине волпы от без-

каж дой из представ лепных фигур соот - размерной частоты возмущения г\.
ветствуют различным массовым содер- Нумерация кривых та же, что и па
жаниям конденсированной фазы. Раз- Фиг* ^ “
ные кривые каждой серии построены
для различных значений коэффициента F, определяющего величину ха­
рактерного времени межфазного массообмена. Все представленные кривые 
соответствуют диаметру капель 6 = 1 0-5 м. Результаты расчетов показыва­
ют, что основной вклад в дисперию и диссипацию возмущений в двухфаз­
ных смесях с газообразной несущей фазой при малых давлениях (когда 
плотности фаз сильно отличаются друг от друга, и двухскоростные эффек­
ты существенны) вносит трение между (фазами. Уменьшение размера ка­
пель при фиксированном содержании жидкости в смеси приводит к увели­
чению относительной роли релаксационного процесса фазового превраще­
ния из-за возрастания общей поверхности раздела фаз. При достаточно 
малых каплях влияние неравновесного массообмена па процесс распрост­
ранения возмущений может стать преобладающим.

Сопоставление результатов расчетов с результатами [7] позволяет сде­
лать вывод, что при наличии эффектов массообмена между фазами учет 
дополнительного релаксационного процесса теплообмена поверхностного 
•слоя капли с ее основной массой является весьма существенным,’ так как 
оказывает непосредственное влияние на кинетику фазового превращения. 
В связи с этим недостаточная определенность величины F становится ме­
нее ощутимой с точки зрения явления в целом. В частности, изменение F 
в достаточно широком диапазоне от 10"4 до 10” 1 кг-сек-град/мк влияет па 
результаты (в эквивалентной области частот) значительно слабее, чем это 
было в условиях модели [7].  В отличие от [7] при F = 10“ 1 кг -сек- град/м' 
дисперсионные кривые 1 лежат выше кривых 4, соответствующих полному
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температурному и фазовому равновесию между паром и каплями (фиг. 1).
Отметим, что полученные результаты применимы к парокапельным 

смесям достаточно малых объемных содержаний дисперсной фазы, при 
которых непосредственными взаимодействиями (столкновениями) капель 
одна с другой еще можно пренебречь (а2<0,01 —ОД). Следует также учи­
тывать ограничения на частоту колебаний, вытекающие из условий 
«сплошности» среды капель и принятого стоксова характера их обтекания. 
Из условия того, что дайна волпы X возмущения должна значительно пре­
вышать характерные размеры неоднородностей среды (Х >б/а»), имеем 
следующее ограничение па безразмерную частоту колебаний:
(20) T)<a2p206a,/18j.it.

Другое ограничение вытекает из (4).
(21) T)<0,05p20/ Pl0:

Для смеси с термодинамическими параметрами (19) неравенства (20),
(21) принимают вид

(22) г|<109ааб, Ti<100.
Представленные на фиг. 1—3 для 6=10“ 5 м кривые иллюстрируют диспер­
сионные зависимости в области частот, удовлетворяющей условиям (22).
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