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КОЛЕБАНИЙ НА УЛЬТРАЗВУКОВЫХ ЧАСТОТАХ
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Разработал метод расчета радиальных колебаний круглой пластины 
большой и переменной толщины с учетом коэффициента Пуассона, ис­
следована возможность создания системы интенсивных радиальных ко­
лебаний на ультразвуковых частотах с применением стандартных преоб­
разователей. Приведены результаты расчета волновода радиально-про­
дольных колебаний и его экспериментального испытания.

В настоящее время для расширения возможностей применения ультра­
звука в области обработки металлов давлением кроме продольных колеба­
ний необходимо использовать радиальные колебания зпачителыюй мощ­
ности. Системы с радиальными колебаниями могут быть создапы на осно­
ве излучателей радиальных колебаний или при использовании волноводов 
с преобразованием продольных колебаний в радиальные или в радиально- 
продольные [1 ]. В связи с отсутствием мощных и эффективных источни­
ков радиальных колебаний второй вариант является более перспективным. 
Нами исследована возможность создания системы интенсивных радиаль­
ных колебаний на ультразвуковых частотах с применением стандартных 
преобразователей типа ПМС-15А-18.

Как известно, любые симметричные радиальные колебания круглой 
пластины сопровождаются поперечными деформациями. Однако в тон­
ких пластинах перемещения в поперечном направленип мало влияют на 
вид радиальных колебаний, следовательно, в этом случае влиянием попе­
речной деформации можно пренебречь. Если же толщина пластины зна­
чительна, то при определении параметров радиальных колебаний нельзя 
пользоваться известными уравнениями для радиальных колебаний тонких 
пластин [2—4]. Приближенный расчет радиальных колебаний круглой 
пластины большой и переменной толщины можно выполнить, обобщив по­
правку Рэлея для стержня значительного диаметра и применив ее для 
случая пластины переменной толщины [5].

Рассмотрим в цилиндрических координатах (г, z, 0) симметричную 
круглую пластину, толщина которой изменяется по заданному закону Ь= 
=Ь (г) (фиг. 1). Предположим, что радиальное иг и поперечное иг смеще­
ния определяются следующими выражениями:

ur= u r(r, t ) f

( 1) !

ut= - v az[dur(r, t)/dr+ur{r, t)/r]y

где vn= v / ( l —v) — коэффициент Пуассона для пластины, v — коэффи­
циент Пуассона материала, г — текущий радиус пластины, z — координата 
но направлению оси пластины, t — время. Потенциальную энергию II пла-
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стины можно написать в виде

(2) "  1Я  =  - у  iSa^ey] dV.
V

t

В соответствии с симметричной формой пластины напряжения оц и де­
формации определяются следующими выра­
жениями [6 ]:

Orr=E(err+veoo)/(1—v2) ; е тг= д и т/дг\

(3) Oqo= E (e00-bverr) / ( l —v2) ; e9b= a r/r\

о ге= 0 ; ег0=О,
где £  — модуль нормальной упругости. После 
подстановки выражений (3) в формулу (2) и 
интегрирования получим

(4)
г  г рсз

n ~ i b - \  Ь(г)г[(
дит
~дг~

+

иг \ даг ( ит 
+  v —  I — —  +  ( —  г /  дг \ г

+

+  V
дит \ иг
дг т *

Кинетическая энергия пластины будет

(5) Т =  V , $  Р [(dujdt)* +  [dujdtf] dV,
Фиг. 1. Круглая пластина 
большой и переменной 

толщины

где р — плотность материала пластины. После
подстановки выражений (1) в формулу (5) и интегрирования получим

(6) г - -л Р J  { ‘ ( г ) { - ^ - )  + v
Ь3(г) г I д 3и,

12 L \ d r d t l
+

гч

+
1 / диг \

7 * Г д Г /
+

2 д3иг диг
г дг dt dt ]} г dr.

Применяя вариационные методы, уравнение радиальных колебаний 
можно написать следующим образом [7, 8 ]:

(7)
0L д м  ON f  д 2Р  +  d2Q +  d2S 

~ди~г~ dt ~~дг~ dt2 dt дг дг2
=  0,

где Ь = д (Т —П)/дг, М = дЫ д (да г/д1) , N=dL/d(dur/dr),

P=dL/d(d2uT/dt2) y Q=dL/d{d2ur/drdt), 5 = д £ /д  (d W d r2) .

Так как пластина колеблется по гармоническому закону с угловой часто­
той о), то ит определяется выражением
(8) иг= и ге'»\ ’ .

где ит зависит только от г. Подставив выражения (4 ), (6) и (8) в форму­
лу (7 ), получим после преобразований
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■О) (1 -
V v n 2&2 (r) \ _  „

12 K+ [ 4
+ b' (г)

МО
Vvn262(0  /  l  , 3fe'(0 м  _ Г, ,  , V Ь'(0

( T + T ^ ) J M r + h > + 7 - - ^ r -12
kJv„zb2(r) / 1

12 (
МО
36'  (О

6 (0 4 +  .г2

г2 гЬ (г) ) ]
где

(Ю)
Г Е 1 % ,  7 _  dgr 
L (1—v2) р J ’ Ur dr

Уравнение (9) представляет собой уравнение радиальных колебаний 
круглой пластины большой и переменной толщины с учетом коэффициен­
та Пуассопа.

Т а б л и ц а  1
Значение резонансного радиуса г рез пластины при г 0=Ю л«.ч , v=0,28 и а=5 °

Частота колебаний /, гц

Толщина 
пластины, Ьо, мм

18 000 10 000 . 20 000 21 000 22 000

грез, мм /

20
•

90,0 86,20 82,43 78,60 74,80
30 89,5 85,70 81,90 7 8 ,1Э 74,30
40 •88,8 85,0 81,2 77,40 73,60
50 87,75 83,95 80,14 76,35 72,65
60 86,0 82,20 78,40 74,60 70,80
70 84,10 80,30 76,70 72,90 69,10
80 82,05 78,25 74,45 70,65 66,85
90 79,80 76,0 72,20 68,40 64,60

100 77,3 73,5 69,70 65,90 62,10
П р и м е ч а н и е .  Резонансный радиус пластины переменной толщины, рассчитанный без 

поправки Рэлея, не изменяется с увеличением толщины пластины и указан в верхней строке 
.таблицы.

Т а б л и ц а  2
Результаты экспериментальной проверки резонансной частоты 

колебаний пластины большой и переменной толщины при
r 0= l(b x .4  и а=5 °

т
г р С З ’ •МЛ4

Частота колебаний /, гц
Погрешность, %Ь0, лмс

расчетная эксперименталь­
ная

20 90,6 17693 0,88
40 89,5

17850
17580 1,51

60 ' 86,6 17596 1,42
2,1180 82,5 17473

На основе уравнения (9) была составлена программа и рассчитали на 
ЭВМ «Мипск-32» резонансные размеры круглой пластины, толщипа кото­
рой изменялась по закону b ( r ) = b 0+ 2 t g a ( r —r0) при граничных усло­
виях: агг= 0  при г= г0 и /“ Грез. Результаты расчета приведены в табл. 1.

Для экспериментальной проверки расчетных данных было изготовлено 
четыре пластины с максимальной толщиной b0 тах=80 мм и минимальной 
Ь0 mi i.=20 мм. Все остальные геометрические размеры пластин были рас­
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считаны и выполнены так, чтобы их собственная частота составляла 
17.850 гц.

Экспериментальная установка была создана на базе ультразвукового 
генератора УЗГ-10У и стандартного преобразователя ПМС-15А-18. Для из­
мерения частоты и амплитуды колебаний использовались частотомер 
ЧЗ-ЗА и микроскоп типа МИ-1.

Анализ данных экспериментальной проверки, приведенных в табл. 2,. 
и результатов расчета показывает, что они незначительно отличаются*

Фиг. 2. Система создания радиальных колебаний: 1 — волновод радиаль­
но-продольных колебаний, 2 — магнитострикцпонный преобразователь

ПМС-15А-18

друг от друга; поэтому для определения геометрических параметров пла­
стины с учетом коэффициента Пуассона при заданной частоте можно, 
пользоваться уравнением (9) или табл. 1.

Рассмотрим теперь волновод с преобразованием продольных колеба­
ний в радиально-продольные (фиг. 2 ). Для составления уравнений коле­
баний волновода условно разделим его на три части: 1 (радиальные коле­
бания), 2 (радиально-продольные колебания), 3 (продольные колебания). 
Приближенные уравнения колебаний каждой части волновода имеют вид.

Для первой части

( И )
[ * -

kP2VnZbz(r) 1 drii
12 j г 1

dr1
+

(т+
36' (г) \ Л dU

Ь (г) )] dr

[7

•[*

Ъ' (г) крW b 4 r )
12b (г)

v Ь ' ( г )

г Ь(г)

X

+ К \ Л г (г)
12

3Ь'(г) ч 1
гЬ(г) / J

Для второй части

ur2= t V , ( V )  +C 2Ki(fcpr);
U z i — O 3 /C1 Z .

Для третьей части

M*3= C S cos k , ( z - l l ) ,
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Фиг. 3. Зависимость резонансного радиуса грез от внутреннего радиуса го при / =  
=18 000 гц: кривая 1 -  г, =32,5 лиг, 6rnln=70 мм; а=5°; //= 3 5  мм; Я ,=120 мм; кри­

вая 2 — rt= 50 ли*; V in = 90  лш; а=5°; Я=45 мм; Я4 = 130 лел
Фиг. 4. Распределение амплитуды радиальных и продольных смещений в волноводе 
продольно-радиальных колебаний: 1 — теоретические данные, 2 — эксперименталь­

ные данные

где Л ( Л р Г ) ,  ^i(*Pr) — функции Бесселя, fcj=o)/c, с=(Е1р)'!\ С, — постоян­
ные (£=1, 2, 3, 4).

Для решения системы уравнений (11) используются шесть следующих 
краевых условий:

( 12)

где

Огп=0 при г = г ркз; Огг2=0 при г= г0; 

Огп=Огг2 и iiTi=Ur2 при г = г х; 
6zz2=Ozz3 и Uz2=U^  при z=H,

Огтг=ЕС1 [

(IIIп . VUril 
+ —  >dr г 1

1—v

ЕС,
[

( l + v ) ( l - 2 v )  Р Р 
1—v

V o  ( V )  -  т г г т -  Ji (*рГ) 1 +( l+ v )r  J

+

(1+v) (1—2v)
EvC3ki

/cp70(V)- d + v ) - r . ( V ) ]

( l+ v )  (1—2v) ’

7  JJ0" 2 =
E

Gzz2 j j ( l - v ) i , C ,  +  - v ^ - X
v V M —Г оQ JJ ( i+ v )  (1—2v)

x {C, [ r j ,  (V0 -  r0/1(Vo)] +  C2[riy i ( V . )  -V i ( V „ )  ]} } }  ;
аг13= —Ек,С., sin к , (z—II) ;

Q = jt (r,2—r02).
На основе системы уравнений (11) и краевых условий (12) была 

создана программа и рассчитан акустический параметр грез при заданных 
частотах колебаний, толщине 6 (г) и других геометрических параметрах 
Я, Ни Го, г4.
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Результаты расчета показаны на фиг. 3 и 4. Для экспериментальной 
проверки расчетных данных были изготовлены четыре волновода различ­
ных размеров. Экспериментальная установка состояла из ультразвукового 
генератора УЗГ-10У и трех стандартных преобразователей ПМС-15А-18. 
Все три преобразователя имели резонансную частоту /=17.850±20 Щ- 
Проверяемые волноводы были рассчитаны на ту же частоту колебаний. 
При этом условии вся система, состоящая из трех преобразователей и 
волновода, должна была колебаться с резонансной частотой /=17.850± 
±20 гц. Сравнивая данные экспериментальной проверки с расчетными, ви­
дим, что погрешность не превышает 1,46%.

Такая колебательная система применяется в лаборатории кафедры 
«Машины и технология обработки металлов давлением» Белорусского по­
литехнического института для волочения стальных труб. Система работает 
надежно и стабильно при значительных усилиях волочепия. Следует от­
метить, что в силу асимметрии колебательной системы центр пластины и, 
следовательно, вся пластина кроме основных ультразвуковых колебании 
может совершать колебапия вдоль оси z. Амплитуда этих колебаний име­
ет незначительную величину и при расчетах не учитывалась, так как не­
симметричная нагрузка мала но сравнению с собственным сопротивле­
нием пластины.
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