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Приведено решение задачи синтеза антенной решетки по характе­
ристике направленности, заданной с введением вероятностных понятий. 
Предполагается, что флуктуации амплитудной и фазовой характеристик 
направленности вызвапы разбросом коэффициентов амплитудно-фазо­
вого распределения объемной скорости элементов. Задача решаотся в 
предположении среднеквадратичной аппроксимации заданной характе­
ристики направленности. Ошибки характеристики направленности рас­
пределены по нормальному закону.
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При изучении статистической природы случайных полей в ряде случаев 

возникает необходимость восстановления вероятностной структуры источ­
ников (или полей случайных параметров распространения) по известным 
■структурам некоторого случайного поля, связанного с полем источника 
(или параметров среды) динамическими уравнениями движения. Задача 
исследования вероятностной структуры источников возникает, в частности,
при синтезе антенны но характеристике направленности, заданной с на­
ложением вероятностных понятий. При практической реализации синте­
зированных характеристик необходимо учитывать случайный разброс па­
раметров элементов, вызванный конструктивными и технологическими 
допусками, неточностью установки элементов, неточностями в цепях воз­
буждения и другими причинами. Таким образом, детерминированная за­
дача синтеза антенны превращается в статистическую, характеристика 
направленности является функцией случайных ошибок. Решение прихо­
дится искать ие для номинальных значений возбуждения элементов, а для 
'Статистических момептов. Именуя в дальнейшем для краткости указанную 
характеристику направленности «случайной», исследуем вероятностную 
структуру источников при решении задачи синтеза в присутствии разброса 
параметров элементов.

Воспользуемся системой уравнений для регуляризованпого решепия 
задачи синтеза линейной антенной решетки, обеспечивающего требуемую 
точность среднеквадратичной аппроксимации заданной характеристики 
направленности D0(0) при минимальной норме объемной скорости элемен­
тов решетки (в дальнейшем объемная скорость именуется просто ско­
ростью) [1]
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В этих выражениях С„ (п = 0 ,1 , . . . ,  N) -  коэффициенты амплитудно-фа­
зового распределения объемной скорости (коэффициенты возбуждения) 
элементов решетки, zn — координаты элементов на оси z, 0 — угловая сфе­
рическая координата, отсчитываемая от положительного направления 
оси  z, р (0) — весовая функция, регулирующая точность аппроксимации 
заданной характеристики D0(Q) в различных угловых секторах простран­
ства, к — волновое число, сс — параметр регуляризации, представляющий 
собой множитель Лагранжа в вариационной задаче минимизации нормы 
скорости.

Требование минимальности нормы скорости элементов решетки имеет 
-определенный физический смысл. Квадрат этой нормы пропорционален 
мощности омических потерь в антенне, а значит, и коэффициенту сверх- 
направленпости. В результате минимизации пормы скорости обеспечива­
ется реализуемость расчетного амплитудно-фазового распределения ско­
рости элементов и отсутствие в нем больших быстроосциллирующих пико­
вых значений, характерных для сверхнаправленпых антенн. Одновремен­
но с этим максимизируется коэффициент усиления антенны, который об­
ратно пропорционален мощности омических потерь.

Введение весовой функции р (0) является формальным приемом, рас­
ширяющим возможности применяемого метода синтеза. При помощи наи- 
-более употребительной весовой функции

Р<е) =  { р-
0 е [ 0 1 ,В 8]

возможно удовлетворить различным требованиям к форме главного ле­
пестка и уровню боковых лепестков диаграммы направленности, что важ­
но для синтеза остронаправленных диаграмм.

Для определения параметра регуляризации в теории некорректных 
задач применяют численные методы, подробно описанные в работе [1]. 
При наилучшей среднеквадратичной аппроксимации функции D0(6) без 
ограничения пормы скорости элементов (реактивной мощности) пара­
метр а  равен нулю. Необходимость решения системы (1) с конечным зна­
чением параметра а  возникает в задачах с большими числами элементов. 
В целях упрощения расчетов мы ограничимся рассмотрением случаев не- 
-болыпого числа элементов (iV<20), когда можно положить а = 0 . По пра­
вилу Крамера

(4) « = 0 , 1 , . . . ,  ЛГ,
1 = 0

где Д — определитель системы (1), A in — алгебраическое дополнение эле­
мента sin в определителе Д.

Для случайной характеристики направленности Z)o(0) коэффициенты
являются случайными величинами. Из прямой задачи статистической 

теории антенн [2] известно, что вещественная и мнимая составляющие 
характеристики направленности многоэлементной аптепны распределе­
ны нормально, а для определения математического ожидания и корреля­
ционных функций необходимо знать математические ожидания и диспер­
сии случайных коэффициентов распределения скорости элементов решет­
ки. Аналогично при решении обратной задачи достаточное статистическое 
описание дается первыми двумя моментами коэффициентов распределе­
ния скорости элементов.

Представим характеристику направленности в виде 

<5) А>(0) = 5 (0 )  [1+ 6(0 ) ]ел*<0)+*<в)1,
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где B(Q) и 'ф(б) — математические ожидания амплитудной и фазовой ха­
рактеристик направленности, б (0) и ф(0) — случайные вещественные ве­
личины, имеющие математические ожидания <б(0)> = 0  и <<р(0)>=О. Скоб­
ки < > означают математическую операцию усреднения. Математические 
ожидания

<[1+6(0 ) ]е±*р<6)>, < [1 + .б (0 )][1 + б (0 1) ]е зМ0)±ф(9‘)1>

нетрудно выразить соответственно через двумерную и четырехмерную ха­
рактеристические функции М (хи х2) и М (хи х2, х 3, х±)

(6) < [ 1+6 (0) ]***<•>> =  М (0, ± 1 ) -  j  —  М (0, ± 1 ) ,
д х х

(7) < [ 1+6 (0) ] [1 + 6 (0 0  ]^Ф(в)±Ф(в|)]> =  д? (0, 0,1, ± 1 ) -

д д
— ] (0 , 0 , 1 , ± 1 ) — / — - Л / ( 0 , 0 , 1 , ± 1 ) —

дхх дх2 дхх дх2
М ( 0 , 0 , 1 , ± 1 ) .

Для нормальных случайных величин 6(0) и <р(0) следует воспользоваться 
характеристическими функциями совокупностей двух и четырех нормаль­
но распределенных величин. Полагая при этом, что случайное поле изо­
тропно, мы получим следующие выражения для математических ожиданий, 
и корреляционных функций коэффициентов распределения скорости эле­
ментов решетки

(8) <.СпУ — е 0-5У (1+/О (ку>)
» = 0

N  N  . . л я

(9) К п,, =  £  £  Г 1  |J J  Р2(0) Р2(0‘ ) е_№<ги с”6 9" г‘ 003 9‘> X
т — 0 *=>0 0 0

X ei['t(O|- wo-IIJB(0)S (0)) { [ 1+a64 1!( ^ - r s<p(0, 01) ) 2+a52r6(e, 0 ,)]Х

X e - V - V ^ V ) }  sinG sin01d0d01- e - V ( l + Oa4 2f^ 2)|m|1],

Я
(10) f j  =  J p2 (0) e~lkzi cos е+же) 5 (0 )  sin 0 d0,

0

где введены следующие обозначения: K ni — корреляционная функция 
коэффициентов распределения скорости п-то и г-ro элементов; Оа2 и оФ2 — 
дисперсии флуктуаций амплитудной и фазовой характеристик направлен­
ности; r6(0 ,0 t) , гф(0, 04) и г*р(0, 0,) — коэффициенты корреляции ампли­
тудных, фазовых ошибок и взаимной корреляции последних в точках 9 
и0,; гйф=Гвф(0, 0) — коэффициент взаимной корреляции амплитудных и фа­
зовых ошибок характеристики направленности в точке 0. Звездочкой обо­
значена комплексно-сопряженная величина.

В дальнейшем применяется экспоненциальная форма коэффициентов 
корреляции, для которой

(И ) г*(0, 0,) =гф(0 ,00 = е— г*ф(0,

Воспользуемся полученными расчетными зависимостями (8 ), (9) для 
оценки взаимосвязи флуктуаций амплитудной и фазовой характеристик 
направленности с распределением скорости элементов решетки. Расчет 
проведем для двух антенных решеток, для которых приняты следующие
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межэлементные расстояния d, числа элементов N, средние значения ам­
плитудной и фазовой характеристик направленности В (0) и ф (6 );

sin(5:rt cos 0)
(12) di=0,25X, iVi=19, g i(6 )  =  - . - x■- --------ifc (6) = 4 ,75л cos 0,

sin (0,25л; cos 0)

(13) dz=0,7K Nz= 17,

cos (12,6я cos 0) cos (5n/9) 
cos (я /18) — cos (1,4л cos 0) ’

o|?2(0) =12,6я cos 0.

В этих выражениях Я — длина волны, а индексы 1,2 соответствуют номеру 
рассматриваемой антенной решетки. Весовой множитель р(0) будем по­
лагать равным единице.

Константы в коэффициентах корреляции (И ) положим: а = 2 в случае 
слабой корреляционной связи, а=0,5 в случае сильной корреляционной 
связи, гвф=0,2.

Заметим, что в детерминированной теории антенн указанные функции 
5 /(0 ) ,  (0) (Z=l,2) определяют амплитудные и фазовые характеристики
направленности антенных решеток с теми же межэлемептными расстояни­
ями и общим числом элементов при следующих значениях коэффициентов 
возбуждения: Сп=  1 (rc=0,1 , . . . ,  19), Cn=sin (пл/18) (гс=0,1 , . . . ,  17).

Результаты расчета первой антенной решетки по данным (12) приве­
дены на фиг. 1—3. На фиг. 1 и 2 показаны кривые среднеквадратичных 
отклонений коэффициентов скорости элементов с номерами п = 8,14 и 19 
в зависимости от флуктуаций амплитудной и фазовой характеристик на­
правленности соответственно. Среднеквадратичные отклонения фазовой 
характеристики направленности для кривых фиг. 1 и амплитудной харак­
теристики направленности для кривых фиг. 2 равны соответственно оФ=  
= 0 ,3  и Об=0,3. На фиг. 3 построены кривые корреляционной функции 
коэффициентов распределения скорости элементов с номерами i= 0 , . . .  
. . . ,  8 , 10 , . . . ,  19 в зависимости от волнового расстояния их от центрально' 
го элемента с номером i= 9. Значения корреляционной функции коэффи­
циентов распределения скорости элементов нормированы к произведе­
нию среднеквадратичных отклонений о9сь. Сплошная и штриховая кривые 
соответствуют случаям слабой и сильной связи. Расчет проведен для сред­
неквадратичного отклонения амплитудной характеристики 06=0,3. Харак­
тер кривых не изменяется в диапазоне среднеквадратичных отклонений 
-фазовой характеристики направленности оф̂ [0 ; 0,6].

На фиг. 4—8 построены расчетные зависимости для второй антенной 
решетки, характеризуемой данными (13). Нормированные вещественная 
(сплошная линия) и мнимая (штриховая линия) составляющие матема­
тических ожиданий коэффициентов распределения скорости элементов в 
зависимости от среднеквадратичных отклонений амплитудной характери­
стики направленности показаны на фиг. 4. Среднеквадратичное отклоне­
ние фазовой характеристики при этом полагается постоянным и равным 
с ф=0,3, результаты расчета неизменны для всех номеров элементов п =  
= 1 , . . .  ,17. Соответственные кривые среднеквадратичных отклонений 
коэффициентов распределения скорости элементов с номерами гс=9, 14 и 
17 приведены на фиг. 5. На фиг. 6 построены нормированные веществен­
ная и мнимая составляющие средних значений коэффициентов распреде­
ления скорости элементов в зависимости от среднеквадратичных отклоне­
ний фазовой характеристики направленности при постоянном среднеквад­
ратичном отклонении амплитудной характеристики Об=0,3. Вещественная

g * ( 0 ) =
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Фиг. 1 Фиг. 2

Фиг. 1. Зависимости среднеквадратичных отклонений коэффициентов возбуждения от 
амплитудных ошибок характеристики направленности: 1 -  л = 8 , 2 -  п = 14. 3 -  л=19

ЛГ4—19
Фиг. 2. Зависимости среднеквадратичных отклонений коэффициентов возбуждения от 
фазовых ошибок характеристики направленности: 1  -  л = 8 , 2  -  п= 14 3  -  п=19

7VS =  19

Re< Gn >iCn0
to

ы<с„>/с.

0,5
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----------г-
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-  Z  -
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J / 0 '2 

2 Ю~г  

Л I /O'2 '

0,2  0 ,0  0,6  б д

Фиг. 3 Фиг. 4
Фиг. 3. Корреляция между коэффициентами возбуждепия центрального и остальных 
элемоптов в зависимости от их расстояния от центрального: 1  — слабая связь, 2 —

сильная связь. Wi=19
Фиг. 4. Составляющие средних значении коэффициентов возбуждения в зависимости 
от амплитудных ошибок характеристики направленности: 1  — вещественная состав­

ляющая, 2 -  мпимая составляющая. iV2=17

составляющ ая показана сплош ной линией, а мнимая — ш триховой. Кри­
вые сохраняю т свой  вид для всех  номеров элементов гс=1, 2 , . . . ,  17. С оот­
ветственные среднеквадратичные отклонения коэффициентов распределе­
ния скорости элементов с  номерами п = 9, 14 и 17 приведены на фиг. 7.

Расчет среднеквадратичных отклонений коэффициентов распределения 
скорости  элементов о пч результаты которого показапы сплош ными линия­
ми на фиг. 1, 2, 5 и 7, проведен для коэффициентов корреляции (1 1 ) при 
значении а = 2. Для сравнения ш триховой липией на фиг. 7 показана рас­
четная кривая среднеквадратичного отклонения а9 при а = 0 ,5  (сильная 
корреляционная св я з ь ).

В  целях определения характера зависимости корреляционной функции 
коэффициентов распределения скорости  элементов от межэлементного
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Фиг. 5 Фиг. 6

•Фиг. 5. Зависимости среднеквадратичных отклонений коэффициентов возбуждения от 
амплитудных ошибок характеристики направленности: 1 — п = 9, 2 -  п = 14, 3 — л=17.

Nz= 17
Фиг. 0. Составляющие средних значений коэффициентов возбуждения в зависимости 
от фазовых ошибок характеристики направленности: 1  -  вещественная составляющая,

2 — мнимая составляющая. N2 = 17

Фиг. 7 Фиг. 8

Фиг. 7. Зависимости среднеквадратичных отклонений коэффициентов возбуждения от 
-фазовых ошибок характеристики направленности: 1  -  п= 9 (слабая связь), 2 -  п= 9

(сильная связь), 3 -  п = 14, 4 -  п = 17. iV2=17
Фиг. 8 . Корреляция между коэффициентами возбуждения центрального и остальных 
элементов при различных межэлементпых расстояниях: 1 -  d = 0,25Л, 2 — d=0,5X,

3 -  й=0,7Я, 4 -  tf=0,75A., 5 -  d = 0,9Я, 6 -  d=X. =  19

расстояния d при неизменных амплитудных и фазовых ошибках характери­
стики направленности (Об=0,3, оФ=0,3) мы изменяли в первой антенной 
решетке межэлементное расстояние. Результаты расчета показаны на 
фиг. 8. Константа а в коэффициентах корреляции (11) равна 0,5.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы. 1) Ве­
щественные составляющие математических ожиданий Re<C'„>, соответст­
вующие вещественным составляющим величии gu не зависят от ампли­
тудных ошибок характеристики направленности и превосходят мнимые 

■составляющие Im<C„> на порядок величины ОаОфГбф. Мнимые составляющие 
Im<Cn> линейно зависят от амплитудных ошибок характеристики ыаправ- 

-ленности. Для мнимых составляющих величины gi выводы относительно 
«составляющих Re<Cn> и Im<Cn> меняются местами.
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2) Для вещественных значений gt вещественные составляющие мате­
матических ожиданий Re<Cn> убывают, а мнимые составляющие Im<C„> 
возрастают с ростом фазовых ошибок характеристики направленности. 
Для мнимых величин наоборот, составляющие Re<C„> возрастают* 
a Im<Cn> убывают с ростом величины оФ.

3) Среднеквадратичные отклонения коэффициентов распределения ско­
рости элементов о„ увеличиваются с ростом амплитудных и фазовых оши­
бок характеристики направленности. Влияние роста амплитудных ошибок 
Оо сказывается сильнее, нежели фазовых о*. В зависимости от конкретных 
условий расчета элементы с наибольшими ошибками в коэффициентах воз­
буждения могут располагаться как в середине решетки, так и ближе к ее 
краям. 4) Корреляционная функция коэффициентов распределения ско­
рости элементов растет с усилением корреляционной связи ошибок ха­
рактеристики направленности. 5) Характер измерения корреляционной 
функции коэффициентов распределения скорости элементов существен­
но зависит от межэлементных расстояний и может иметь вид как спадаю­
щей, так и осциллирующей кривой.
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