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На основе представления о тензорной функции Грина найдено общее 
решение плоской задачи о возбуждении изотропной упругой пластины 
системой объемных и поверхностных сил. Для компонент тензора Грина 
даны выражения в виде разложений по нормальным волнам пластины и 
указаны соотношения взаимности. В качестве иллюстрации применения 
общего решения определено поле пульсирующего цилиндрического ис­
точника, расположенного внутри пластины.

Пусть изотропная пластина толщиной 2d характеризуется коэффи­
циентами Ламэ к, [X и плотностью р. Введем систему координат х , у, z, 
начало которой расположено в срединной плоскости пластины, а ось oz 
направлена по нормали к ее поверхности. Рассмотрим колебательный про­
цесс в пластине, вызванный действием некоторой системы объемных сил, 
изменяющихся во времени по гармоническому закону и пе зависящих от 
координаты у ; поверхности пластины считаем свободными от напряже­
ний. Таким образом, задача сводится к решению векторного уравнения 
движения, изотропной твердой среды [1]
(1) (Я+2р) grad div U— р rot rot U+pco2U = —F,

где U (x, z) — вектор смещения частиц пластины, F(:r, z) — вектор плот­
ности объемных сил. Временной множитель ехр (—/со*) здесь и далее 
опущен.

Решение должно удовлетворять граничным условиям при z = ± d :

dUt dux
Ozz= (X+2p) ——  +  к

dz - r - = °;dx
/ dUx dU, \

* 4  dz dx )

d u v n —  =  0- 
dz

= 0 ;

Изложенное ниже решение задачи базируется на представлении 
о функции Грина. Для векторных полей функция Грина имеет тензор­
ный характер [2 ], поэтому мы будем искать решение уравнения (1) 
с граничными условиями (2) в виде

d оо

(3) f7m(z ,z ) =  J  j  r mn (x ,z ,x0lZo)Fn(x0, z0)dx(hdzoi

т, п = х , 1 1, z;
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где r m„ — компоненты тензора Грина для рассматриваемой краевой зада­
чи. Физический смысл этих компонент очевиден: функция Гтп(я, z, х0, z0) 
представляет составляющую Um{x , z ) поля вектора смещений, возбужда­
емых в пластине единичной сосредоточенной силой F n, приложенной в точ­
ке с  координатами х 0, z0.

Если написать уравнение (1) в проекциях на оси координат, то не­
трудно убедиться, что в рассматриваемом случае составляющие Fv воз­
буждают лишь у-компонепты смещений и, следовательно, ответственны 
только за появление в пластине сдвиговых нормальных волн, в то время 
как составляющие Fx и Fz не возбуждают смещений Uv и являются при­
чиной возникновения только нормальных волн Лэмба. Таким образом, 
компоненты Г**, Г1у, Гух и Гуг тензора Грина оказываются равными нулю, 
и исходная задача (1) —(2) расщепляется по существу на две незави­
симые, причем задача о возбуждении сдвиговых нормальных волп фор­
мально аналогична задаче о нахождении скалярных волновых полей 
в жидкостном (газовом) волноводе.

Последовательно полагая Fx= 8 (x —x0)6 (z —z0), FV= F T= 0; Fv=  
= $ (x —x 0)6 (z -Z o ), FX= F Z= 0 и т. д., где 6 (x )  — функция Дирака, и под­
ставляя выражение (3) в формулы (1) и (2 ), нетрудно найти систему 
дифференциальных уравнений и граничных условий, которым должны 
удовлетворять искомые функции Гт „. Пользуясь затем интегральными 
преобразованиями Фурье

00

(4) gmn(k, z ,x0, z0) =  J Гт„ (x, z, Xo, z0) e~lladx;

Гт „ =  —  f  dk,
— 00

мы получаем для трансформант gmn уравнения

g j '+ j k  |( * ’
\к,г
(

- 0
| g j + w - - k 2)

к,2
к,2

g*x=-- 6 ( z - z 0)-

(5а)
| 1 k,z\

- к*)■
к,2

g j '+ i k  ( 1 -
~k?>

) g j + (* l  -
~к}

g'zx=0
1

gtz '+ jk  |
k,2 ,

)g J + .(k ,2-- к 2)
к,2

к ,г
gzx —6 (z—Z0)r

(56) / k? \ ki \
1 g » "+ jk  |

U -
- 1 )s « '+ ( fe .2- к 2)

к?
g™={

(5в) gvv" +  (ktz- -**) gw =1—6 (z Zo) •
(А

-jkx.

е
- j k x о

Х +2ц

и граничные условия при z = ± d

^ ' + / A ( l - 2 p ) ^ = 0 ;(6а)

£ « '+ / * (  1 - 2 ^ 1 )  * „ = 0 ;(66)

(6в) g m =  0.
где верхние штрихи означают дифференцирование по z ,  A t 2 = » p o 2 / ( i ,

к ? = рсо2/(Х+2[х). • ' *
Корректность преобразований (4) для двумерной задачи будет обе­

спечена, если ввести сколь угодно малое затухание возбуждаемых волн,
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обусловленное неидеальностью материала пластины (k^ki.+jai, kt=  
= k to+ ja t) . В конечных формулах для Гтп можно положить а/=а<=0, 
за исключением указанных ниже особых случаев.

Решения gmn уравнений (5) являются кусочно-гладкими функциями 
координаты z и для всех z=^z0 удовлетворяют соответственным однород­
ным уравнениям. Поскольку они характеризуют смещения частиц 
среды, естественно потребовать выполнения условий непрерывности gmn 
в точке z=Zq. Для определения поведения производных gmn'  в этой точ­
ке следует уравнения (5) умножить на dz и проинтегрировать по про­
межутку [ —d, d\. В результате интегрирования получим

e~ihxc
gnn'(z0—0)—gnn'(z0+0)==------- ; пФъ\

(7) gti (z0—0) —gzz (z0+ 0)

I*
,-jbXQ

X + 2 (i ’
gmn (Zo-0) (z0+ 0) = 0 ; m¥=n.

Теперь у нас есть все необходимые данные для определения функций 
gmn, которые будем искать в виде

ke~ihx*
8** =  г-,

2|хк,

к у
—  sh qz+A 2 ch qz+A 3 —  sh yz+ A 4 ch yz; z < z 0;

q к
к  у

—  sh gz+ ^ ech qz+A-,—  sh ^z+As ch ^z; z> z0;
q /с

gxx =
—ike - )hxо

2U.A;,1

q к
A j ch qz+A 2 —  sh qz+A 3 ch "fz+A^ —  sh 4z; z < z 0;

q к
Аъ ch qz+A a —  sh qz+A 1 ch ^z+A& —  sh yz; z> z0;

g
jke -jhxn

xz
2 ilk

к v
Bl —  sh qz+B2 ch qz+B3 — - sh 7z+ B L ch *fz; z < z 0; 

q к

ke -jkx.
gzz

2 p/c,

к v
Въ —  sh qz+B 6 ch qz+B1 - j -  sh yz+B s ch yz; z> z0; 

q /с
q к

B i ch qz+B2 — sh qz+Bz ch yz+B^ —  sh 4z; z< z0;
к 4
q к

Въ ch qz+B6 — sh qz+B1 ch ^z+BA —  sh 4z; z> z0;
к 4

gv
e~ikx° ( C1 sin (5z+C2 cos £z; z< z0;
2ц I^ s in ^ z + C ico s  ^z; z > z 0;

где q = ik z- k t\ ч= У kz- k t2, $ = ^ k ? -k l. Непосредственной подстановкой 
можно убедиться, что написанные в таком виде функции gm„ удовлетво­
ряют уравнениям (5). Коэффициенты А х. . .  А3у В х. . .  В&у Ct . . .  Ску каж­
дый из которых является функцией переменных к и z0, необходимо опре­
делить из граничных условий (6) , требования непрерывности gmn в точке 
z = z 0 и условий для производных (7). После простых, но трудоемких вы­
числений получим

d j sh qz0—2yq (2&2—fc,2)sh "fz0
Ai — -—■— -------------- ----------------------- +  ch qz0;

gA«
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Q2 ch дг0-2"(д  (2*2-& ,2) eh fz0 к
A2—k ----------------------- ------------------------------sn qz0:

ТЗД* ?

Aa =
n 2 sh ifZo—2/c2 (2 k2—k,2) sh gz0

A 4 =  -

дДа
ch "fz0—2k2 (2k2—kt2)ch  qz, 

kA,

-  ch yz0;

+  -y -s l i7 z 0; 
К

-45=-<4i—2 ch gz0; -4e=.<42+2|- sh gz0; 
■4j==A3+ 2  ch "fz0; .43= .4 4—2 sh'yzo;

S i  =
ch qza—2k2 (2 k2—k 2)  ch уг0 q

kA,
+  —-s h  gz„; 

к
n 2 sh qz0—2k2 (2k2—k 2) sh ^z0

B2 = ---------------------- -------------------------ch qz0;
ТД.

„  , D2ch"fz0—2yq(2k2—k,2)ch qz0 /с
—К _ sll *YZo J

7дДа T
n ,sh  Iiz0-2 y q (2 k 2- k i2)shqz0 , ,

S 4 — ------------------------------------- ------ • +  ch уг„;
fA ,

q к
В S= B  i—2 — sh qz0] B6= 5 2+2 ch gz0; 5 ,= B 3+2 —  sh-fz,,; 

к y

В ъ= В — 2ch"fz0; Ct —

—cos p(d—z0)
C 2 — 1 » ^3

P sin pd

cos p(d—z0)
(i cos pd 

—cos p (d+z0) 
Pcos pd

; C4 =  *
—cos p(d+z0)

p sin pd

Здесь введены обозначения:
Aa=4"ffc2 sh "fdch qd— (2k2—kt2) 2 sh gd ch ^d/g; 

A*=4gfe2 sh qd ch^d— (2/c2— k 2) 2 sh 'jd ch gd/^; 
C3j=(2ft2—/с,2) 2 ch qd ch yd—i^qk2 sh qd sh ^d;
^ 2= ^ q k 2 ch gdch *fd— (2k2—k 2) 2 sh gd sh *fd.

Исследование поведения трансформант gmn(k) при больших значени­
ях аргумента показывает, что при |йг|-*-«> эти функции убывают как 
lexp — \k(z0—z) | ]/k. При осуществлении обратного преобразования 
Фурье это обстоятельство обеспечивает сходимость соответственных ин­
тегралов (4) и позволяет вычислить их на основе теории вычетов всюду, 
кроме точки х = х 0, z = z 0, где аналогично функциям Грина для скалярных 
задач компоненты Гтп имеют особенность. Несмотря на наличие 
радикалов q, у и р, функции gmn являются однозначными и имеют особен­
ности в виде простых полюсов в точках, определяемых корнями урав­
нений Д3(А;)=0, Да(/с )= 0 , р sin pd=0 и cospd=0. Эти уравнения явля­
ются дисперсионными уравнениями для симметричных и антисимметрич­
ных нормальных воли в пластинах; их корни достаточно подробпо 
исследованы (см. работы [3—6 ]). При вычислении интегралов необхо­
димо учесть затухание в среде, которое было введено ранее для обеспе­
чения корректности применения преобразований Фурье к рассматрива­
емой задаче. При наличии затухания все действительные корни этих 
дисперсионных уравнений становятся комплексными, причем положи­
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тельные (отрицательные) корни получают положительную (отрицатель­
ную) мпимую добавку [3, 7]. Исключение составляют лишь корни, со- 
ответствующие так называемым «обратным» волнам (групповая и фа­
зовая скорости таких волн имеют противоположные направления); 
в этом случае положительные корни приобретают отрицательную мнимую 
добавку, и наоборот. В результате вычислений находим

(8) Гтп =  —  V  ——. &2]а (х0, z0) Umtl (х, z) ;“ ts *•*
х ^ . х 0; т, п = х ,  z.

В выражении (8) верхнее значение верхнего индекса следует брать 
для х > х 0, а нижнее — для х < х 0; функции

UIV  (x ,z ), и IV  (x ,z ) , u £ ' ( x , z ) ,  u r v  (х, z)

являются составляющими собственных вектор-функций для краевой 
задачи (1) — (2) при F = 0  и описывают движения частиц среды в сим­
метричных (s) и антисимметричных (а) волнах Лэмба,- распространяю­
щихся в положительном (+ )  или отрицательном ( —) направлении оси 
х. Составляющие собственных функций имеют вид

(9)

V l V { x ,  z)=±/7V .[y

к i L А,

(х, z) =ЛГ. ~  [
к, L

U ? \ x ,z )= * jN a [

\ к- ch qtz (2k.2-- k 2) c h y.z ■1
L к,1 ch qed 2k? ch 4 *d.V
1 г ? . sh qtz (2 k 2-A ,2) sh y,z I

p ± j k  jA'

L&, ch qad 4 skt ch уsd JI е
(2А„2—kt2) sh qaz Ta sll 4aZ -J

± jk ax .

24f «к, ch qad kt ch yad J j

(2Ав2--к П ch qaz ka ch YaZ *1 ,±ikax.
2к■i ch qad A,2 ch Yad J >

*.,«=у̂ch q.,ad ch Y >,<Л 
-+•

/ p ^A«,o "I
iT iiV ) JA 'i.a d (k*) h=ksa

g..ae V A a - * , 2; «f.,a=VA"a -k ? \

k9, /ca — корни уравнений Дв(/с)= 0 , Да(& )=0, lm & ,,a> 0 .
Естественная нормировка собственных функций (9 ), полученная 

в процессе решения рассматриваемой задачи, несколько отличается от 
припятой в работе [3]\ Нормирующие множители N, и Na обеспечивают 
конечность собственных функций при любых значениях корней к, и ка.

Аналогичные вычисления позволяют написать выражение для Гуу 
в виде

(10) Т уи  =  4 - Y ,  ~ г ~ т  г») V ? '  < * • >  ***• ?
• р- 0

где [/<±)(я , г) — собственные функции, описывающие движение в сим­
метричных и антисимметричных сдвиговых нормальных волнах в свобод­
ной пластине

606



tfp*1 (x, z) = cos  ( Pn ~7r r )  e±ikfX, p^O;
\ Ad /

U ?'  (*, *) =  ф ,  e±ih,x; кР= П , 2-  (pn/2d) 2, />=0,1 ,2 , . . .
г A

Четные значения p соответствуют симметричным волнам, нечетные — 
антисимметричным.

Как видно из формул (8) и (10), тензорная функция Грина удов­
летворяет соотношениям взаимности Ттп(х, z, х0, z0) = r nm(s0, z0, х , z). 
Это означает, что если сила Fn, приложенная в точке (а:0, z0), вызывает 
смещение Um в точке (х , z ), а сила Fm, приложенная в точке (х, z), 
вызывает в точке (х0, z0) смещение t /n, то Un= U m при Fn= F m.

Ранее отмечалось, что в большинстве случаев в выражениях (8) 
и (10) для компонент тензора Грина можно пренебречь затуханием 
деформации волн в материале пластины и положить а*= о ,= 0 . Тогда 
некоторое число корней дисперсионных уравнений оказываются дейст­
вительными. Эти корни соответствуют распространяющимся нормальным 
волнам, т. е. волнам, которые уносят энергию из области возбуждения 
в бесконечность. Анализ показывает, что в выражениях (8) — (10) дей­
ствительные корни Аа, кр следует брать со знаком « + » , за исключе­
нием корней, соответствующих «обратным» волнам, которые следует 
брать со знаком « — ».

Однако если частота возбуждающих сил близка к критическим часто­
там пластины (di,t=pnc[>t/2d1 учет затухания становится принципиально 
необходимым. В этой области частот эффективно возбуждаются резонанс­
ные толщинные колебания пластины, амплитуда которых в отсутствие 
затухания может стать сколь угодно большой при (d- -̂cd* или со-►(»),. 
При этом один из корней дисперсионных уравнений обращается в нуль, 
а некоторые диагональные компоненты Тпп тензора Грина — в бесконеч­
ность. Учет затухания обеспечивает в этом случае отсутствие чисто 
действительных (в том числе и нулевых) корней.

Подставляя найденные компоненты Ттп тензора Грина в выражение
(3 ), находим общее решение задачи о возбуждении пластины системой 
сил:

( И )  f / m(* ,z )  =  — £  ~ { u ^ U x , z )  j J  и {~\(*„, *0) X
* — d  —  со

d о»
^ F  п (х о , Zq)  dxQ dzo^Umi'O (x, z )  J* J* Uп9а(Х(1, Zq) Fnî XQ) Zq) dx$ dzo^\

- d  x

m, n—x, z.
Выражение для Uy(x, z) записывается аналогичным образом и здесь не 
приводится. Необходимо отметить, что решение (11), в процессе полу­
чения которого рассматривались лишь объемные силы, является реше­
нием и для более общего случая, когда пластина возбуждается одновре­
менно и объемными, и поверхностными силами. В этом случае в форму­
ле (11) следует положить

F ( * о ,  z0) =F°* ( S o ,  So) + 6  (z0- d )  F r  ix .)  + 6  (z0+d) F  “  ( x0)  ,
, ПОВ

Т-.П ОВ
где F+ ■F!ob — векторы плотности поверхностных сил, действующих на
поверхностях z==+d и z = —d соответственно. Следует также указать, что 
решение (11) имеет смысл и остается ограниченным лишь в том случае, 
если при #-»-±оо плотность объемных и поверхностных сил убывает не 
медленнее, чем i/x.
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Найденное общее решение задачи в частных случаях совпадает 
с решением, полученным в работе [8] на основе соотношений ортого­
нальности и описывающим поле смещений вне области, занятой объем­
ными силами, с решением задачи о возбуждении волн Лэмба поверхно­
стными силами L3], а также с результатами работы [9 ], касающимися 
возбуждения симметричных нормальных воли силами, заданными в по­
перечном сечении пластины.

В качестве иллюстрации применения общего решения (И ) найдем 
поле пульсирующего цилиндрического источника, положение оси кото­
рого определяется координатами х0, z0.

Пусть источник характеризуется системой радиальных сил, причем 
в пределах поперечного сечения цилиндра радиусом R < d

} F ( r ) ,  г<Д ;
l 0, г>Я;

F * = О,

где г, ф — локальная цилиндрическая система координат с центром 
в точке (x0l Zq) . Тогда в формуле (11) достаточно произвести замену

z0-+z0+ r  sin ф, x0->-x0+ r  cos ф; Fx-+Fr cos ф, Fz-*-Fr sin ф,
dx0dz0-*-rdrdq>

и проинтегрировать по нлощади поперечного сечения цилиндра. 
Из формулы (И ) имеем для случая х>д:0+Я :

+  (#o+r COS ф, Zo+rsin ф)зН1ф]<2ф.

Подставляя выражения (9) в интегралы / в, /«, и оставляя под знаком 
интеграла лишь четную составляющую подынтегральных функций, по­
лучаем

Г 2 ^  с И * .  1
L к ,2 ch q.d, 2\,к,г chy.d, J

где

,-freXо.

I«=N a [
(2ka2—k,2) sh qazv %r ka sh i aza

2 ch"f2 qak 2 ch qad
M . -

Ic,
P al

q(1 J

я
Ms.a== J* [<?,.„ sin cpsh(g,,ar sin <p) —

—  Я

—jk 8ta cos ф ch (qa>ar sin ф) ]e~ihs-ar c08 ф dy,

я

P*,a=  j  ['y0,acoscpch('f>,0rsmcp) +

+]'ks,a sin ф sh ( 'f .y  sin cp) ] e~№,-aT cos ф dtp.
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Применяя формулу интегрирования по частям, нетрудно показать 
что интегралы Pti а= 0 , а Мй,а могут быть представлены в виде

Мй
к г г

s,a -- -----------sin  ф sh (qs,ar sin q>) е~*кё-аГ cos * d<p.
Я*.* J

Л

л

Для вычисления последних интегралов разложим гиперболический 
синус в степенной ряд и воспользуемся интегральным представлением 
функций Бесселя

л
 ̂ e±iv cos ф sin®ncpdcp,

О

а также «теоремой умножения» для этих функций [10]:

/ , ( я ^ ) = я р^ 1^ - / п+Р( г / ) [ - ^ ^ у ]  .
п—0

В результате мы получим Ms= M a= —2nklJi (k[r). Совершенно анало­
гично проводятся вычисления и для х < х 0—R. Подставляя результаты 
вычисления в формулу (12) и вводя понятие силового эффекта пульси­
рующего источника

R
Э = 2 я |  F ( r ) / . ( f e , r M r ,  

0

находим

(13)
А,

ch q,d

I
АТ ( 2к а —к ? )  sh qazQ тт(±)

а 1 U та
2 а к0 ch qad

х^ хо±Д ; т, п = х , z.

Отсюда следует, что пульсирующий источник не может возбудить 
нормальные волны, движущиеся с фазовыми скоростями Сф=с<У2. В слу­
чае антисимметричных волн это очевидно (2ка2—к ? = 0). В справедливо­
сти такого вывода для симметричных волн легко убедиться, если вос­
пользоваться дисперсионным уравнением Дв(/с5)= 0 ,  из которого при 
2к * —к? следует ch *{8d= 0 и, следовательно, N6= 0. Это явление объяс­
няется тем, что такие нормальные волны представляют собой комбина­
цию чисто поперечных волн, не связанных с изменением объема. 
Отметим также естественный результат — отсутствие в спектре возбуж­
денных колебаний антисимметричных волн при расположении источника 
в срединной плоскости пластины (z0=0).
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