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Э Ф Ф Е К Т Ы  ТЕ П Л О О Б М Е Н А  И  Ф А З О В Ы Х  П ЕРЕХОДОВ 
П РИ  К О Л Е Б А Н И Я Х  П А Р О Г А З О В Ы Х  П У ЗЫ РЬК О В

Ф . Б . Н а г и е в ,  И .  С .  Х а б е е в

Рассмотрено плниние теплообмена и фазовых переходов на малые 
колебания парогазовых пузырьков в жидкости с учетом неоднородности 
температуры внутри пузырьков и взаимной диффузии компонент паро­
газовой смеси. Приведены численные расчеты частоты и декремента 
затухания свободных колебаний пузырьков в воде, а также амплитуды 
и фазы при пульсациях парогазовых пузырьков в акустическом поле.

Т е п л о в ы е  э ф ф е к т ы  п р и  м а л ы х  с в о б о д н ы х  и  в ы н у ж д е н н ы х  к о л е б а н и я х  

г а з о в ы х  п у з ы р ь к о в  в  ж и д к о с т и  в  о т с у т с т в и е  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в  р а с с м о т ­

р е н ы  в  р а б о т а х  [  I ,  2 ] .  В л и я н и е  п р о ц е с с о в  т е п л о м а с с о о б м е н а  п а  д и н а м и к у  

м а л ы х  к о л е б а н и й  п а р о в ы х  п у з ы р ь к о в  р а с с м о т р е н о  в  р а б о т а х  [ 3 ,  4 ] .  В  р а ­

б о т е  [ 4 ]  в  о т л и ч и е  о т  [ 3 ]  у ч т е н а  н е о д н о р о д н о с т ь  т е м п е р а т у р ы  в  п у з ы р ь ­

к а х  и  н с р а в н о в е с и о с т ь  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в .  В  р а б о т е  [ 5 ]  р а с с м о т р е н а  д и ­

н а м и к а  п а р о в ы х  п у з ы р ь к о в ,  с о в е р ш а ю щ и х  р а д и а л ь н ы е  к о л е б а н и я  в  

к р и о г е н н о й  ж и д к о с т и  п о д  д е й с т в и е м  у л ь т р а з в у к а ,  и  п о к а з а н о ,  ч т о  у ч е т  

к о н е ч н о с т и  а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  м о ж е т  п р и в о д и т ь  к  р о с т у  п у з ы р ь к о в .  

В  р а б о т е  [ 6 ]  р а с с м о т р е н а  д и н а м и к а  п а р о в ы х  и  г а з о в ы х  п у з ы р ь к о в  в  ж и д ­

к о с т и ;  в  ч а с т н о с т и ,  и с с л е д о в а н о  о б р а т н о е  в л и я н и е  р а д и а л ь н ы х  к о л е б а н и й  

п у з ы р ь к о в  н а  и н т е н с и ф и к а ц и ю  п р о ц е с с о в  т е п л о м а с с о о б м е н а  п у з ы р ь к о в  с  

ж и д к о с т ь ю .  В  р а б о т е  [ 6 ]  п о к а з а н о ,  ч т о  о с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы  [ 4 ]  с п р а в е д ­

л и в ы  и  д л я  к р и о г е н н ы х  ж и д к о с т е й .  В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  р е з у л ь т а т ы  

[ 1 — 4 ]  о б о б щ е н ы  н а  с л у ч а й  м а л ы х  к о л е б а н и й  п у з ы р ь к о в ,  з а п о л н е н н ы х  

п а р о м  ж и д к о с т и  и  н е р а с т в о р и м ы м  в  ж и д к о с т и  г а з о м  с  у ч е т о м  в з а и м н о й  

д и ф ф у з и и  к о м п о н е н т  п а р о г а з о в о й  с м е с и .  Д и н а м и к а  п а р о г а з о в ы х  п у з ы р ь ­

к о в  п р и  н е л и н е й н ы х  к о л е б а н и я х ,  в ы з в а н н ы х  с к а ч к о м  д а в л е н и я ,  и с с л е д о ­

в а н а  в  р а б о т е  [ 7 ] .

Р а с с м о т р и м  п а р о г а з о в ы й  п у з ы р е к ,  с в о б о д н о  п у л ь с и р у ю щ и й  в  и д е а л ь ­

н о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и ,  в  п р е д п о л о ж е н и и  с ф е р и ч е с к о й  с и м м е т р и и  

п р о ц е с с а  и  г о м о б а р и ч н о с т и ,  т .  е .  о д н о р о д н о с т и  д а в л е н и я  ( н о  н е  т е м п е р а ­

т у р ы  и  п л о т н о с т и  с м е с и )  в н у т р и  п у з ы р ь к а .  Г о м о б а р и ч н о с т ь  и м е е т  м е с т о ,  

к о г д а  р а з м е р  п у з ы р ь к а  з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е  д л и н ы  з в у к о в о й  в о л н ы  в  

г а з е .

Е с л и  в в е с т и  к о н ц е н т р а ц и и  к о м п о н е н т  п а р о г а з о в о й  с м е с и  k v и  к8:
( 1 )  k v= p v/р ,  к е= р , / р ,  р = р в+ р *  kv+ k e= 1,

т о  з н а ч е н и я  т е п л о ф и з и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  с м е с и  в  к а ж д о й  т о ч к е  б у д у т  о п ­

р е д е л я т ь с я  ф о р м у л о й

( 2 ) 4 = W » + M i  1
г д е  р  —  п л о т н о с т ь ,  н и ж н и е  и н д е к с ы  7; ,  g, I о т н о с я т с я  с о о т в е т с т в е н н о  к  п а ­

р а м е т р а м  п а р а ,  г а з а  и  ж и д к о с т и .  В  д а л ь н е й ш е м  д л я  п р о с т о т ы  б у д е м  о б о з ­

н а ч а т ь  k v= k y ке= 1 — к.
В  р а м к а х  п р и н я т ы х  д о п у щ е н и й  и  о б о з н а ч е н и й  у р а в н е н и я  п р и т о к а  т е п ­

л а ,  н е р а з р ы в н о с т и  и  с о с т о я н и я  ф а з  в  с ф е р и ч е с к и х  э й л е р о в ы х  к о о р д и н а т а х
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( r ,  t) и м е ю т  в и д  1 7  J

duv
( 3 ) рг +  p*

du.

+ .  p  2D

dt dt p  dt
Ok d (u v— ug)

p dp ^  1  d
rz d r\

I > d T \‘•'-гг +

dr dr

( 4 )

( 5 )

( 6 )

( 7 )

( 8 )

( 9 )

MO)

P °  +  — — [ р „ г 2 ( у + и ; „ ) ] = 0  ( 0  < r= ^ R (t)),dt
dp,

dr

'' + 4 - f l [ p fir > + u > < ) ]= 0 ,  dt r2 dr
PgWg= —pvwv=p2)dk/dr, 
? e P .+ ? « e ( p A + p A )  T = p B 7 ,  т0= т 8=  ту 

uvz==ctiV.r ̂ ue= c vgT,

P '  (  + y '  d r  ) r2 dr \ " ‘  5/

rVt=R2Vi0 ,  li=CtTi.  0 / = c o n s t ,

, Згг,

г д е  u  —  у д е л ь н а я  в н у т р е н н я я  э н е р г и я ,  ? ’ —  т е м п е р а т у р а ,  i ;  —  с к о р о с т ь ,  Я  —  

р а д и у с  п у з ы р ь к а ,  2 )  —  к о э ф ф и ц и е н т  в з а и м н о й  д и ф ф у з и и ,  с р , с „  —  у д е л ь -  

н ы е  т е п л о е м к о с т и  с м е с и  п р и  п о с т о я н н о м  д а в л е н и и  и  о б ъ е м е ,  С/—  т е п л о ­

е м к о с т ь  ж и д к о с т и ,  \  —  к о э ф ф и ц и е н т  т е п л о п р о в о д н о с т и ,  w —  д и ф ф у з и о н н а я  

с к о р о с т ь ,  и,0 —  м а с с о в а я  с к о р о с т ь  ж и д к о с т и  н а  п о в е р х н о с т и  п у з ы р ь к а ,  В  —  
г а з о в а я  п о с т о я н н а я .

П р и  н е р а в н о в е с н о м  х а р а к т е р е  ф а з о в о г о  п е р е х о д а  т е м п е р а т у р а  н а  п о ­

в е р х н о с т и  р а з д е л а  ф а з  п р е т е р п е в а е т  с к а ч о к ,  в е л и ч и н а  к о т о р о г о  о п р е д е л я ­

е т с я  с о о т н о ш е н и е м  [ 8 ]

( 1 1 )  [  Т  ]  =  Tla-  Tva= y jT J p v ( Я )  У

З д е с ь  /  — с к о р о с т ь  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в ,  о т н е с е н н а я  к  е д и н и ц е  п о в е р х н о с т и ,  

н и ж н и е  и н д е к с ы  а  и  s  о т н о с я т с я  с о о т в е т с т в е н н о  к  п а р а м е т р а м  п а  п о в е р х ­

н о с т и  п у з ы р ь к а  и  н а  л и н и и  н а с ы щ е н и я .  М о л е к у л я р н о - к и н е т и ч е с к и й  а н а ­

л и з  [ 8 ]  с т р у к т у р ы  с к а ч к а  т е м п е р а т у р ы  н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  ф а з  п о к а з а л ,  

ч т о  х = 0 » 3 2 .

К и н е т и к а  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в  о п и с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  Г е р ц а  —  К н у д -  

с е п а  [ 9 ]

( 1 2 ) • *  Г РЛТю)х  Г
1 L У .rtJV2nBv L MTlo 1/T

О б щ е п р и н я т о е  д л я  в о д ы  з н а ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  а к к о м о д а ц и и  х = 0 , 0 4 .

У р а в н е н и е  п у л ь с а ц и и  п у з ы р ь к а  в  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  п р и  

н а л и ч и и  ф а з о в ы х  п р е в р а щ е н и й  и м е е т  в и д  [ 1 0 ]

( 1 3 )  m , . + ± v , ‘ + ^ - Z z i : r M a  — 4 * - ™ . .

2  Р I р  I р  I R
г д е  pt —  д а в л е н и е  ж и д к о с т и  в д а л и  о т  п у з ы р ь к а ,  о  — к о э ф ф и ц и е н т  п о в е р х ­

н о с т н о г о  н а т я ж е н и я .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  з а д а ю т с я  н а  п о д в и ж н о й  г р а н и ц е  r = R ( t ) :

T t= T lth TV= T VOj

( 1 4 )

dr
pv ( R - u - w v) = p ,  ( R - v , )  = / ,  

pB( f t —V—We) = 0 .

л d T L dT  
%i — x-------- 'k :  =  j l ,dr
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З д е с ь  l —  у д е л ь н а я  т е п л о т а  п а р о о б р а з о в а н и я .  К р о м е  т о г о ,

д к  д Т
( 1 5 )  — -  =  — —  =  0  п р и  r = 0 ,  T i= T 0 п р и  г = ° ° .

or Or
П р и  в ы п о л н е н и и  у с л о в и я  г о м о б а р и ч н о с т и  и м е е т  м е с т о  и н т е г р а л  у р а в н е н ­

и и  я  п р и т о к а  т е п л а :

г д е  v0 — м а с с о в а я  с к о р о с т ь  п а р о г а з о в о й  с м е с и  п а  п о в е р х н о с т и  п у з ы р ь к а . .  

Д л я  б о л ь ш и н с т в а  ж и д к о с т е й  п р и  с о с т о я н и я х ,  д а л е к и х ,  о т  к р и т и ч е с к и х , ,  

п о э т о м у  у р а в н е н и е  К л а п е й р о н а  —  К л а у з и у с а  м о ж н о  з а п и с а т ь  в

в и д е

( 1 8 )  dpv/ d T = lp J T .

В  с л у ч а е  м а л ы х  к о л е б а н и й  с  а м п л и т у д о й  /?0б ,  р а д и у с  п у з ы р ь к а  м о ж е т  

б ы т ь  о п и с а н  д е й с т в и т е л ь н о й  ч а с т ь ю  в ы р а ж е н и я

(19) R= Д0 (1+6^') =Д0 (1+6 (0),
г д е  6  —  к о м п л е к с н о е  ч и с л о ,  о т в е ч а ю щ е е  у с л о в и ю  | б | < 1 ,  а  ч а с т о т а  к о л е ­

б а н и й  / = ( 1 ) / 2 л . = 1 т { А } / 2 л .  С и с т е м а  о с н о в н ы х  у р а в н е н и й  ( 1 )  — ( 1 7 )  л и -  

п е а р и з у е т с я .  П у т ,  Р ,  0 ,  К  — м а л ы е  о т к л о н е н и я  д а в л е н и я ,  т е м п е р а т у р ы  и  

к о н ц е н т р а ц и и  о т  с о с т о я н и я  р а в н о в е с и я :

( 2 0 )  д = р 0[ 1 + Р ( т ) ] ,  Г = Г о [ 1 + 0 ( г , т ) ] ,

к = к ъ [1 + К (г ,  т )  ] .

П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о

Р = Р ° е и\  0 = 0 °  ( г )  e H t , К = К °  (г) ен\
( 2 1 )  J= J°eH\  V = V ° e u\

I I = h R 02l<2), V = v R J 3 ) ,  'z=t/t<x,
J 4 / i  o, /о = 0 р о /3 /? о.

С и с т е м у  о с н о в н ы х  у р а в н е н и й  п о с л е  л и н е а р и з а ц и и  и  п е р е х о д а  к  б е з ­

р а з м е р н ы м  в е л и ч и н а м  с  у ч е т о м  с о о т н о ш е н и й  ( 1 9 )  —  ( 2 1 )  и  у с л о в и я  p t < p f 

м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в  в и д е :

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

V 0= f ) H —J/3, V lo= 8 / I ,

P = I I V J V e — S 8 ,

J = 3 y c k {k 0

/ / Р = З г Г ь е о - ^ |  - V a+ k o k 2~
1 d V i=i

NO= L e 0 V  20 +  ( 1  -  1 / Г )  H P - k 0k J I K ,
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( 2 7 )

( 2 8 )

П К = \ 2К,

Я 0 , = Ь е , У 20 „

( 2 9 )

(30) 0,-е,,„= /с4/До,

(31) 1=r/Ro, V 20= 0u +2 Q J l, S=2a/R „p0

Г = c p/c,.,
k i= R 0l/3)y2nB vT « ,

P e = R o(polpt)‘!,/ 0  —  д и ф ф у з и о н н о е  ч и с л о  П е к л е .

Р е ш е н и я  у р а в н е н и й  ( 2 6 )  — ( 2 8 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ и е  г р а н и ч н ы м  у с л о ­

в и я м  п р и  г = Я и и  а  т а к ж е  у с л о в и ю  к о н е ч н о с т и  т е м п е р а т у р ы  и  к о н ­

ц е н т р а ц и и  в  ц е н т р е  п у з ы р ь к а ,  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е

(3 3 ) 0 ,= е , „  ех р [Я , ''’ ( 1 - S )  ] /£ ,

( 3 4 )  K = A J M R 4 ) H ,
A = [ Q la- k J / k 0 -  ( 1 — l / r ) P ] / s h  Я Д

J = A 2P ,  0 „ , = Л Д ,  Я 2= Я /  L e „ ,  Я , = Я / Ь е „

, _  ( 1 + я д т л » + я 2(ж -1 -и /г )
Я2/с4- А 1+/с3(1-А 0)Аг0(1 -Я 2/В1)/3 (1 -Ь с„) ’

Л  , ~ k j k , + k t; [  X ,  ( 1 + Я Д  Д с . + В 2 ] ,

кь= З сР7\Ье0/1,
ка= [  1 + x / c i  ( 1 —k 0)M B g/B0B i ] /Зх/с , ,

в ,= я ,/! сth вг=и;и cth я ; /!-1 .

О т м е т и м ,  ч т о  п р и  с т р е м л е н и и  п а р а м е т р а  Л ы о и с а  L e 0 к  е д и н и ц е  ![■ ->-II , 
B 2-*-Bh п о э т о м у  з н а ч е н и е  L e 0= l  н е  я в л я е т с я  о с о б е н н о с т ь ю  р е ш е н и я  ( 3 2 ) .

У с л о в н о  с у щ е с т в о в а н и я  н е т р и в и а л ь н о г о  р е ш е н и я  с и с т е м ы  у р а в н е н и и

( 2 2 )  — ( 3 5 )  п р и в о д и т  к  т р а н с ц е н д е н т н о м у  у р а в н е н и ю  о т н о с и т е л ь н о  Я :

Ф  = 3 L e 0 Я 2 [  Г  ( М - 1 ) + 1  ]  + Г Л  2 [  3 L e „  В г ( k e~ h )  + к „+  

+ /с2 ( 1 — /с0)  f e o + L e o & a ( 1 —к0) ко ( В 2/ Я ,  —  1 ) /  ( 1 — L e 0)  ] .

У р а в н е н и е  ( 3 6 )  в  с л у ч а я х  А .\ ,= 0  ( г а з о в о г о  п у з ы р ь к а )  и  к 0= 1 ( п а р о в о ­

г о  п у з ы р ь к а )  с о в п а д а е т  с  а н а л о г и ч н ы м и  у р а в н е н и я м и ,  п о л у ч е н н ы м и  с о о т ­

в е т с т в е н н о  в  р а б о т а х  [ 1 ,  4 ] .

( 3 2 )

( 3 5 )  Л , = ( 1 — ко)!ЪкаВ i s i x  H'h, А * = М + к лА г,

( 3 6 )

г д е
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У р а в н е н и е  ( 3 6 )  р е ш а л о с ь  с  п о м о щ ь ю  Э В М .  Н а  ф и г .  1 п р е д с т а в л е н ,  

л о г а р и ф м и ч е с к и й  д е к р е м е н т  з а т у х а н и я  к о л е б а н и й  п у з ы р ь к а  Л =  

= — 2 л  R e { # } / |  1т{Н} |, в ы ч и с л е н н ы й  в  р а в н о в е с н о м  п р и б л и ж е н и и  д л я  п а ­

р о в о з д у ш н ы х  п у з ы р ь к о в  в  в о д е  п р и  а т м о ­

с ф е р н о м  д а в л е н и и  и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  

р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и и  п а р а  к 0. Д л я  

п р о в е р к и  п р а в и л ь н о с т и  в ы ч и с л е н и й  п р е д ­

в а р и т е л ь н о  п р о в е д е н ы  р а с ч е т ы  д л я  к 0= О  

( г а з о в о г о  п у з ы р ь к а )  и  к0= 1 ( п а р о в о г о  

п у з ы р ь к а ) .  С о о т в е т с т в у ю щ и е  к р и в ы е  в ы ­

д е л е н ы  н а  ф и г .  1 ж и р н ы м и  л и н и я м и  и  

с о в п а д а ю т  с  и з в е с т н ы м и  р е ш е н и я м и  р а б о т  

[ 1 ,  4]. О т м е т и м ,  ч т о ,  х о т я  в  [4] и с п о л ь ­

з о в а л и с ь  б о л е е  с л о ж н ы е  у р а в н е н и я  с о ­

с т о я н и я  п а р о в о й  к о м п о н е н т ы ,  ч е м  в  н а ­

с т о я щ е й  р а б о т е  ( у р а в н е н и е  ( 8 ) ) ,  р е з у л ь ­

т а т ы  р а с ч е т о в  с  и с п о л ь з о в а н и е м  п р о с т ы х  

и  у с л о ж н е н н ы х  [4] у р а в н е н и й  с о с т о я н и я  

п р а к т и ч е с к и  с о в п а д а ю т .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  

ч т о ,  к а к  п о к а з ы в а ю т  о ц е н к и ,  д л я  в о д ы  в  

ш и р о к о м  д и а п а з о н е  д а в л е н и й  в о з н и к а ю ­

щ и е  и з - з а  у с л о ж н е н н ы х ,  у р а в н е н и й  с о с т о я ­

н и я  д о п о л н и т е л ь н ы е  с л а г а е м ы е  т и п а  

cll/dpv и  ( Ci— Cp)dTsl d p и м е ю т  р а з п ы е  з н а ­

к и  и  п р а к т и ч е с к и  к о м п е н с и р у ю т  д р у г  д р у ­

г а .  П р и  а т м о с ф е р п о м  д а в л е н и и  в к л а д  д о ­

п о л н и т е л ь н ы х  с л а г а е м ы х  н е  п р е в ы ш а ­

е т  1 % .

Н а  ф и г .  1 п р и в е д е н а  т а к ж е  з а в и с и ­

м о с т ь  с о б с т в е н н о й  ч а с т о т ы  к о л е б а н и й  

п а р о в о з д у ш н о г о  п у з ы р ь к а  со0 о т  р а в н о в е с ­

н о г о  р а д и у с а .  К а к  в и д н о ,  с  у м е н ь ш е н и е м  

п а р о с о д е р ж а н и я  п у з ы р ь к а  э т а  з а в и с и м о с т ь  

п а т а х  с т р е м и т с я  к  и з в е с т н о й ,  п р а к т и ч е с к и

10 Н0,МКМ
Фиг. 1. Зависимости собственной 
частоты парогазового пузырька 
со0 и логарифмического декремен­
та затухапия его колебаний А 
от радиуса при различных значе­
ниях равновесной концентрации- 
пара 1с0. Кривые 1—5 соответству­

ют А0=1; 0,7; 0,5; 0,3; 0

в  л о г а р и ф м и ч е с к и х  к о о р д и -  

л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  [ 1 ] .  

О т м е т и м  м о н о т о н н о с т ь  с п е к т р а  к р и в ы х  н а  ф и г .  1 н о  п а р а м е т р у  к 0. Т е м п е ­

р а т у р а  ж и д к о с т и  в д о л ь  к а ж д о й  к р и в о й  ( & 0> 0 )  н а  ф и г .  1, с т р о г о  г о в о р я ,  

п е р е м е н н а ,  т а к  к а к  п о  у с л о в и я м  р а в н о в е с и я  T0= T e(pv0) , pro^koPoBrJBo, 
Po=Pc*+2o/Ro и  п р и  ф и к с и р о в а н н ы х  з н а ч е н и я х  г и д р о с т а т и ч е с к о г о  д а в л е ­

н и я  в  ж и д к о с т и  и  р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и и  к 0 р а в н о в е с н о е  д а в л е н и е  

в  п у з ы р ь к е  а  с л е д о в а т е л ь п о ,  п а р ц и а л ь н о е  д а в л е н и е  п а р а  р10 и  т е м п е ­

р а т у р а  ж и д к о с т и  То б у д у т  з а в и с е т ь  о т  р а в н о в е с н о г о  р а д и у с а  п у з ы р ь к а  /?0- 

Э т а  з а в и с и м о с т ь  п р о я в л я е т с я ,  о д н а к о ,  л и ш ь  п р и  м а л ы х  Д 0, к о г д а  с т а н о ­

в и т с я  с у щ е с т в е н н ы м  к а п и л л я р н о е  д а в л е н и е .

Р а с с м о т р и м  к о л е б а н и я  п а р о г а з о в ы х  п у з ы р ь к о в  в  а к у с т и ч е с к о м  п о л е .  

П у с т ь  п а р о г а з о в ы й  п у з ы р е к  п у л ь с и р у е т  в  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и -  

п о д  д е й с т в и е м  п е р е м е н н о г о  д а в л е н и я .  В  с л у ч а е  м а л ы х  к о л е б а н и й  с  а м п л и ­

т у д о й  R 0a  р а д и у с  п у з ы р ь к а  м о ж н о  о п и с а т ь  д е й с т в и т е л ь н о й  ч а с т ь ю  в ы ­

р а ж е н и я

( 3 7 )  / ? = Я 0 {1+ае«*1) ==/?<, ( 1 - Ь а , ( £ ) ) ,

г д е  а  —  к о м п л е к с н о е  ч и с л о ,  о т в е ч а ю щ е е  у с л о в и ю  | а | < 1 ,  с о — ч а с т о т а  а к у - .  

с т и ч е с к о г о  п о л я .  А н а л о г и ч н о  с л у ч а ю  с в о б о д н ы х  к о л е б а н и й  п р е д п о л о ж и м ,  

ч т о  м а л ы е  о т к л о н е н и я  п а р а м е т р о в  о т  с о с т о я н и я  р а в н о в е с и я  м о ж н о  п р е д - ,  

с т а в и т ь  в  в и д е
ibjt и = и °е ш .( 3 8 )  p it)  = Р "е ш , в ( г ,  i )  = 0 ° ( г ) е ’ “ ‘ . 

д а в л е н и е  н а  п о в е р х н о с т и  с ф е р ы ,  п у л ь с и р у ю щ е й  в  ж и д к о с т и ,  р а в н о

( 3 9 )  p,{R, 0  = Р о о + Р д е (“ , - < х 1р , о )2Д ,
2

0 ,
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г д е  р —  г и д р о с т а т и ч е с к о е  д а в л е н и е  в  ж и д к о с т и  в д а л и  о т  п у з ы р ь к а ,  

р Аеш  -  а к у с т и ч е с к о е  д а в л е н и е .  С  д р у г о й  с т о р о н ы ,  с  у ч е т о м  ( 3 7 )  д е й с т в и е  

н о р м а л ь н ы х  с и л  н а  м е ж ф а з н о й  г р а н и ц е  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м

( 4 0 )  / ; , (/? ,  t) = p (t)  — 2а/И0+ (2о1Я о)аеш — 4 *р , ,а с о е гш*,

г д е  щ  —  к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и  ж и д к о с т и .

Р е ш а я  с и с т е м у  л и н е а р и з о в а н н ы х  у р а в н е н и й ,  а н а л о г и ч н о  с л у ч а ю  с в о ­

б о д н ы х  к о л е б а н и й ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  в ы р а ж е н и е  д л я  а м п л и т у д ы  к о л е ­

б а н и й :

( 4 1 )  а = р А/ (pla)2Ro2+ 2 o l R 0-Am\Xi—3 r  ро/Е) ,

где

Е , =

Е= 1—ЗГВ 2 {М —1+1/Г)/zz—т е  {е 2,
„  k Q[ l + k 2( l - k 0) ]  З В 2( к 6- к ь )
Е\ ----------------------------------

+

2  Z2

А'з ( 1  к 0) к 0 / Ь 2 ^  \

z 2 ( l — L e 0)  Г Г

{ i + z ^ M ' k j X o + ^ A M - i + i / T )

k 2( i - k o ) k o ( \ —B 2/Bi) / 3 { i —'L£o) +  B 2i( k ;—ko)—ko/ko—k 6{ i JrZilt) fk l/'ko

z = io )i? 02/ ® ,  z ^ m R o 2/^, z2=i<dRo2/a0,
В | = z l‘  c t h  z 7*— 1, S 2= z 2 c t h  z 2'/a— 1.

Р е ш е н и е  ( 4 1 )  в  с л у ч а е  k0= l  ( п а р о в о г о  п у з ы р ь к а )  с о в п а д а е т  с  р е ш е ­

н и е м  р а б о т ы  [ 4 ] .

Р а с ч е т ы  п о к а з а л и ,  ч т о  в  р а с с м а т р и в а е м ы х  з а д а ч а х  в е л и ч и н а  с к а ч к а  

т е м п е р а т у р ы  н а  п о в е р х н о с т и  п у з ы р ь к а  ( 1 1 )  н е  п р е в ы ш а е т  0 , 0 1 °  С .  П о ­

э т о м у  с  д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю  п о в е р х н о с т н ы й  с л о й ,  п р е д с т а в л я ю щ и й  с о ­

б о й  г р а н и ц у  р а з д е л а  ф а з ,  м о ж н о  х а р а к т е р и з о в а т ь  О д н о й  т е м п е р а т у р о й  

Т0 [ 4 ] .  К а к  п о к а з а н о  в  р а б о т е  [ 8 ] ,  с к а ч о к  т е м п е р а т у р ы  н е о б х о д и м о  у ч и ­

т ы в а т ь ,  н а п р и м е р ,  п р и  к и п е н и и  щ е л о ч н ы х  м е т а л л о в  п р и  р < 1  атм. Т а к  к а к  

в л и я н и е  п е р а в н о в е с н о с т и  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в  н а  д и н а м и к у  п а р о в ы х  п у ­

з ы р ь к о в  и с с л е д о в а н о  д о с т а т о ч н о  п о д р о б н о  [ 4 ] ,  а  ц е л ь ю  н а с т о я щ е й  р а б о ­

т ы  я в л я е т с я  и с с л е д о в а н и е  в л и я н и я  с о с т а в а  п а р о г а з о в о й  с м е с и  в  п у з ы р ь к е  

н а  е г о  д и н а м и к у ,  в с е  п о с л е д у ю щ и е  р е з у л ь т а т ы  п р и в е д е н ы  д л я  п р о с т о т ы  

в  р а в н о в е с н о м  п р и б л и ж е н и и .

Б е з р а з м е р н а я  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  \a\poolpA , ф а з а  к о л е б а н и й  р п а р о ­

в о з д у ш н о г о  п у з ы р ь к а  в  в о д е  п р и  а т м о с ф е р н о м  д а в л е н и и  б ы л и  в ы ч и с л е н ы  

к а к  ф у н к ц и и  ч а с т о т ы  д л я  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т ­

р а ц и и .

Н а  ф и г .  2  э т и  з а в и с и м о с т и  п р и в е д е н ы  д л я  п у з ы р ь к а  р а д и у с о м  Д 0=  

=  1 0  мкм. К р и в ы е  д л я  г а з о в о г о  и  п а р о в о г о  п у з ы р ь к о в  (/со= 0  и  /с0= 1 ) , 

в ы д е л е н н ы е  ж и р н ы м и  л и н и я м и ,  с о в п а д а ю т  с  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  к р и в ы м и ,  

п о л у ч е н н ы м и  р а н е е  [ 4 ] .  К а к  п о к а з а н о  в  р а б о т е  [ 4 ] ,  с о в м е с т н ы й  у ч е т  э ф ­

ф е к т о в  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в  и  п о в е р х н о с т н о г о  н а т я ж е н и я  ж и д к о с т и  п р и в о ­

д и т  к  п о я в л е н и ю  п о в о й  р е з о н а н с н о й  ч а с т о т ы  п а р о в о г о  п у з ы р ь к а ,  о т л и ч ­

н о й  о т  м и н н а э р т о в с к о й ,  а  т а к ж е  к  т о м у ,  ч т о  п а р о в о й  п у з ы р е к  в  о т л и ч и е  

о т  г а з о в о г о  к о л е б л е т с я  п р и  н и з к и х  ч а с т о т а х  в  ф а з е  с  д а в л е н и е м  ж и д к о с т и  

н а  б е с к о н е ч н о с т и ,  т .  е .  П т  р = 0 .  Э т о  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  у п р у г о с т ь  м е л к и х
СО — г  о

п а р о в ы х  п у з ы р ь к о в ,  к о л е б л ю щ и х с я  н а  н и з к и х  ч а с т о т а х ,  о п р е д е л я е т с я  в  

о с н о в н о м  п о в е р х н о с т н ы м  н а т я ж е н и е м ,  т а к  к а к  у п р у г о с т ь  п а р а  п р и  э т и х  

у с л о в и я х  п р а к т и ч е с к и  р а в н а  н у л ю .

В  [ 1 1 ]  п о л у ч е н а  ф о р м у л а ,  с в я з ы в а ю щ а я  в т о р у ю  р е з о н а н с н у ю  ч а с т о т у  

п а р о в о г о  п у з ы р ь к а  с  е г о  р а д и у с о м :

( 4 2 )  < о = ( с М ) 2Я „ - \

г д е  A  = Z 2p „ 0 ( f l i / 2 )  V'/ X ,7 '0.
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С  у в е л и ч е н и е м  р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и и  п а р а  с  к 0= О  д о  к 0= 0 , 8  к р и ­

в ы е  н а  ф и г .  2  м о н о т о п п ы  н о  к о н ц е н т р а ц и и ,  п р и  э т о м  с  у в е л и ч е н и е м  к0 
р е з о н а н с  с м е щ а е т с я  в  о б л а с т ь  н и з к и х  ч а с т о т .  П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  

р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и и  п а р а  м о н о т о н н о с т ь  п о в е д е н и я  к р и в ы х  \a\p<»/pA 
п о  п а р а м е т р у  /сУ н а р у ш а е т с я .

А н а л и т и ч е с к о е  и с с л е д о в а н и е  а с и м п т о т и ч е с к о г о  п о в е д е н и я  а м п л и т у д ы  

к о л е б а н и й  р а д и у с а  п а р о г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  ( 4 1 )  п р и  о з - Ч )  п о к а з а л о ,  ч т о  д л я

Р

Фиг. 2 Фиг. 3
* •

•Фиг. 2. Зависимости фазы р и безразмерной амплитуды колебаний |сс|роо/рл от час­
тоты акустического поля при различных зпачепиях к0 для пузырька радиусом 

=10 мкм. Кривые 1-S  соответствуют /с„=1; 0,99; 0,95; 0,9; 0,8; 0,7; 0,5; 0
Фиг. 3. Зависимости фазы и безразмерной амплитуды колебаний от радиуса пу­
зырька при различных значениях А*0 для частоты /= 18  пгц. Кривые 1 -6  соответству­

ют значениям к0= 1 ;  0,9; 0,8; 0,6; 0,5; 0

к в а з и р а в н о в е с н ы х  п у з ы р ь к о в  п р и  с о - ^ 0  в ы р а ж е н и е  ( 4 1 )  у п р о щ а е т с я  и  и м е ­

е т  в и д

(43 ) и ш Ы - Л / [ - £ -  1 + w j ' ; (1 _ w  ]■

И з  ф о р м у л ы  ( 4 3 )  в и д н о ,  ч т о  д л я  к а ж д о г о  ф и к с и р о в а н н о г о  р а з м е р а  п у ­

з ы р ь к а  с у щ е с т в у е т  т а к о е  к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е  р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и и  

п а р а  •&., п р и  к о т о р о м  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  р а д и у с а  п у з ы р ь к а  в  о б л а с т и  

н и з к и х  ч а с т о т  а к у с т и ч е с к о г о  н о л я  н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а е т  с  у м е н ь ш е ­

н и е м  ч а с т о т ы .  Л и н е й н о е  р е ш е н и е  с т а н о в и т с я  в  э т о м  с л у ч а е  н е э ф ф е к т и в ­

н ы м ,  т а к  к а к  о н о  п р е д п о л а г а е т ,  ч т о  | а | < 1 .

Д л я  г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  l i m  \а\р(Я/рА=1\/ ( 3 + 4 а / Д 0/ О *
<о-*-0

Д л я  п а р о в о г о  п у з ы р ь к а  l i m  \а\р*>/p.\=PooRJ2o, т .  е .  о г р а н и ч е н н о с т ь
о-»-0

а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  п а р о в о г о  п у з ы р ь к а  п р и  с о - ^ 0  о б е с п е ч и в а е т с я  л и ш ь  

п р и  у ч е т е  п о в е р х н о с т н о г о  н а т я ж е н и я  ж и д к о с т и .
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И з  ф о р м у л ы  ( 4 3 )  в и д н о ,  ч т о  о г р а н и ч е н н о с т и  а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  п а ­

р о в о г о  п у з ы р ь к а  п р и  со — 0  м о ж н о  ф о р м а л ь н о  д о б и т ь с я ,  е с л и  в в е с т и  в  р а с ­

с м о т р е н и е  п о в е р х н о с т н о е  н а т я ж е н и е  и л и  д о п у с т и т ь ,  ч т о  п а р о в о й  п у з ы р е к  

с о д е р ж и т  н е б о л ь ш о е  к о л и ч е с т в о  н е к о н д е н с и р у ю щ е г о с я  г а з а .  О д н а к о  в  д е й ­

с т в и и  э т и х  д в у х  м е х а н и з м о в  и м е е т с я  и  р а з л и ч и е .  В в е д е н и е  в  п а р о в о й  п у ­

з ы р е к  и н е р т н о г о  г а з а  п р и б л и ж а е т  е г о  с в о й с т в а  к  с в о й с т в а м  г а з о в о г о  

п у з ы р ь к а ,  д л я  к о т о р о г о  l i m  р = я .
<о-*0 «

Д е й с т в и е  ж е  п о в е р х н о с т н о г о  н а т я ж е н и я  п р и в о д и т  к  т о м у ,  ч т о  п а р о в о й  

п у з ы р е к  п р и  н и з к и х  ч а с т о т а х  к о л е б л е т с я  в  ф а з е  с  д а в л е н и е м  ж и д к о с т и  

в д а л и  о т  п у з ы р ь к а .  Э т о  р а з л и ч и е  т е н д е н ц и й  и  п р и в о д и т  к  с у щ е с т в о в а н и ю  

к р и т и ч е с к о й  к о н ц е н т р а ц и и  п а р а  к . ,  д л я  к о т о р о й  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  

п у з ы р ь к а  н е о г р а н и ч е н н о  в о з р а с т а е т  с  у м е н ь ш е н и е м  ч а с т о т ы  п о л я  в  о б л а с т и  

н и з к и х  ч а с т о т .  П р и  э т о м  п р и  к 0< к*  l i m  ( 5 = я ,  а  п р и  к0> к .  l i m  £ } = 0 .
0>—►О О)->0

К р и т и ч е с к а я  к о н ц е н т р а ц и я  к * н а х о д и т с я  п у т е м  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  

2 о 3 (роо+2о/Д0)
До l+BJco/B8( i - k o )

О т с ю д а  с л е д у е т  А . = ф / ( 1 + с р ) ,  г д е  (p = (B e/B v) [ 3 ( 1 + / ? в о Д о / 2 о )  —  1 ] .

Д л я  в а р и а н т а ,  р а с с ч и т а н н о г о  н а  ф и г .  2 ,  / с . « 0 , 9 5 .  П о в е д е н и е  к р и в ы х  п р и  

о ) - ^ 0  п а  ф и г .  2  х о р о ш о  с о г л а с у е т с я  с  а с и м п т о т и ч е с к о й  ф о р м у л о й  ( 4 3 ) .

Н а  ф и г .  3  п р и в е д е н ы  х а р а к т е р и с т и к и  к о л е б а н и й  п а р о г а з о в ы х  п у з ы р ь ­

к о в  /в в о д е  н а  ч а с т о т е  / = 1 8  кгц. Ж и р н ы е  к р и в ы е  с о о т в е т с т в у ю т  с л у ч а я м  

п а р о в о г о  и  г а з о в о г о  п у з ы р ь к о в  и  с о в п а д а ю т  с  р е з у л ь т а т а м и  [ 4 ] .  П у н к т и р ­

н а я  к р и в а я  с о о т в е т с т в у е т  с л у ч а ю  А 0= 1 ,  х = 0 , 0 4 .  В и д н о ,  ч т о  п р и  у ч е т е  н е -  

р а в п о в е с н о с т и  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в  н а  ч а с т о т у  / =  1 8  кгц о т к л и к а ю т с я  о д н о ­

в р е м е н н о  п у з ы р ь к и  д в у х  р а з л и ч н ы х  р а з м е р о в .

В  р а б о т е  [ 1 1 ]  п о к а з а н о ,  ч т о  в  н е к о т о р о м  д и а п а з о н е  ч а с т о т  п о л я  2  р е з о ­

н а н с а  н а б л ю д а ю т с я  и  п р и  р а в н о в е с н о м  х а р а к т е р е  ф а з о в ы х  п е р е х о д о в .  П р и  

э т о м  д л я  п а р о в ы х  п у з ы р ь к о в  р ~ 0  п р и  м а л ы х  Д 0. С  у в е л и ч е н и е м  р а в н о в е с ­

н о й  к о н ц е н т р а ц и и  п а р а  с  Аго= 0  д о  А 0= ( ) , Г >  д о б р о т н о с т ь  о с н о в н о г о  р е з о н а н с а  

у м е н ь ш а е т с я ,  а  с а м  р е з о н а н с  с м е щ а е т с я  в  о б л а с т ь  м е н ь ш и х  з н а ч е н и й  р а ­

д и у с а  п у з ы р ь к а .  П р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  к 0 м о н о т о н н о с т ь  э в о л ю ц и и  

к р и в ы х  п о  п а р а м е т р у  к0 н а р у ш а е т с я ;  в о з н и к а ю т  р е з о н а н с ы  в  о б л а с т и  о ч е н ь ,  

м а л ы х  з н а ч е н и й  р а д и у с а  п у з ы р ь к а ,  м е н ь ш и х  з н а ч е н и й  в т о р о г о  р е з о н а н с н о ­

г о  р а з м е р а  п а р о в о г о  п у з ы р ь к а .  П р и  э т о м  с  у в е л и ч е н и е м  к 0 р е з о н а н с ы  с м е ­

щ а ю т с я  у ж е  в  о б л а с т ь  б о л ь ш и х  з н а ч е н и й  р а д и у с а .  И с с л е д о в а н и е  а с и м п т о ­

т и к и  в ы р а ж е н и я  ( 4 1 )  н р и Д 0- Ч )  п о к а з а л о ,  ч т о

( 4 4 ) ‘ l i m  а = р А
По-*0 ' L *«0

3 ( р „ + 2 с / Я о )

l + B A / S . M
«о }___ 1

- к , )  \
В  э т о м  с л у ч а е  т а к ж е  с у щ е с т в у е т  к р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е  к о н ц е н т р а ц и и  

/с', т а к о е ,  ч т о  п р и  к 0> к '  l i m  | 3 = 0 ,  а  п р и
Лп->1)

г д е

& 0< А *  l i m  Р = л ,
Яо-*0

_  2Вв/В , 
1 + 2  B ,/B v ‘

Д л я  с м е с и  в о з д у х  —  в о д я н о й  п а р  п р и  а т м о с ф е р н о м  д а в л е н и и  

И з  ф о р м у л ы  ( 4 4 )  т а к ж е  в и д н о ,  ч т о  п р и  в ы п о л н е н и и  у с л о в и я

* * ~ 0 , 5 Г к

2 а  ^  3 ( р « . + 2 а / Я о )

R q l + B vko/Bs ( l —ко)
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а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  | а  | м о ж е т  з а м е т н о  в о з р а с т а т ь ,  т .  е .  д л я  к а ж д о г о  з н а ­

ч е н и я  р а в н о в е с н о й  к о н ц е н т р а ц и и  к 0> к \  н е  о ч е н ь  б л и з к о й  к  е д и н и ц е ,  с у ­

щ е с т в у е т  т а к о й  р а з м е р  п а р о г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  ( н е з а в и с я щ и й  о т  ч а с т о т ы  

п о л я ) ,  п р и  к о т о р о м  а м п л и т у д а  к о л е б а н и й  р а д и у с а  п у з ы р ь к а  и м е е т  м а к с и ­

м у м .  Э т о т  р а з м е р  п у з ы р ь к а  о п р е д е л я е т с я  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 4 5 )

Д„=2о
B vk0/B g( i - k 0) - 2

3  Рсо

П о л о ж е н и е  р е з о н а н с о в  н а  ф и г .  3  п р и  к '< к а< 0 ,8  х о р о ш о  с о г л а с у е т с я  

с  ф о р м у л о й  ( 4 6 ) .  Ф о р м у л а  ( 4 6 )  п р и б л и ж е н н а я ;  е е  с п р а в е д л и в о с т ь  з а в е д о ­

м о  н а р у ш а е т с я  п р и  к 0, д о с т а т о ч н о  б л и з к и х  к  е д и н и ц е ,  и  п р и в е д е н а  о н а  

л и ш ь  с  ц е л ь ю  и н т е р п р е т а ц и и  р е з о н а н с о в  п а р о г а з о в ы х  п у з ы р ь к о в ,  в о з н и ­

к а ю щ и х  в  о б л а с т и  м а л ы х  В 0 ( м е н ь ш и х  з н а ч е н и й  р е з о н а н с н о г о  р а з м е р а  п а ­

р о в о г о  п у з ы р ь к а )  и  т е н д е н ц и и  у в е л и ч е н и я  р е з о н а н с н о г о  р а з м е р а  п у з ы р ь к а  

с  у в е л и ч е н и е м  к0.
Д л я  п а р о в о г о  п у з ы р ь к а  т р е т и й  ч л е н  в  з н а м е н а т е л е  в ы р а ж е н и я  ( 4 4 )  

о б р а щ а е т с я  в  0 ,  и  д л я  к о р р е к т н о г о  а н а л и з а  р е з о н а н с о в  п р и  k Q=  1 и  б л и з к и х  

к  е д и н и ц е  н е о б х о д и м о  у д е р ж а н и е  ч л е н о в  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  м а л о с т и .  

Т а к о й  а н а л и з  д л я  п а р о в ы х  п у з ы р ь к о в  п р о в е д е н  в  р а б о т е  [ 4 1 ] ,  г д е  п о л у ч е ­

н а  с л е д у ю щ а я  ф о р м у л а  д л я  р е з о н а н с н о г о  р а з м е р а  п а р о в о г о  п у з ы р ь к а :

Вок= 2(о/А )2ы-\
И з  ф о р м у л ы  ( 4 4 )  в и д н о ,  ч т о  в ы в о д  р а б о т ы  [ 2 ]  о  с у щ е с т в о в а н и и  д в у х  

р е з о п а н с н ы х  р а з м е р о в  г а з о в о г о  п у з ы р ь к а  п о с т о я н н о й  м а с с ы  с п р а в е д л и в  

л и ш ь  п р и  и с к у с с т в е н н о м  ф и к с и р о в а н и и  р а в н о в е с н о г о  д а в л е н и я  в н у т р и  

п у з ы р ь к о в :  ро=роо+2о/1{о. П р и  э т о м  т а к о й  « р е з о н а н с »  д о с т и г а е т с я  п р и  о т ­

р и ц а т е л ь н о м  д а в л е н и и  в  ж и д к о с т и :  р~с~— 2р0, ч т о  п р а к т и ч е с к и  н е р е а л и ­

з у е м о .

А в т о р ы  б л а г о д а р я т  Р .  И .  И п г м а т у л и н а  з а  в н и м а н и е  к  р а б о т е  и  п о л е з н о е  

о б с у ж д е н и е  р е з у л ь т а т о в .
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