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ОБ ИМПЕДАНЦЕ ИЗЛУЧЕНИЯ ПОРШНЕЙ, РАБОТАЮЩИХ
В ОДНОРОДНОМ СЛОЕ

Ф . Г .  П л ан к

О п р е д е л е н ы  и м п е д а н ц ы  и з л у ч е н и я  п о р ш н е в ы х  и з л у ч а т е л е й , р а б о т а ю ­
щ и х  в  о д н о р о д н о м  с л о е  с  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м и  г р а н и ц а м и , о д н а  и з  к о ­
т о р ы х  ( э к р а н )  а к у с т и ч е с к и  ж е с т к а я ,  а  д р у г а я  х а р а к т е р и з у е т с я  к о м п л е к с ­
н ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  о т р а ж е н и я . В  п р и б л и ж е н и и  м е т о д а  п е р е в а л а  п о л у ­
ч е н ы  а н а л и т и ч е с к и е  з а в и с и м о с т и  в з а и м н о г о  и м п е д а н ц а  д в у х  п л о с к и х  
п о р ш н е в ы х  и з л у ч а т е л е й  о т  о т н о с и т е л ь н о г о  р а с с т о я н и я  м е ж д у  н и м и  и 
о т  т о л щ и н ы  сл о я .

Взаимное влияние акустических излучателей неоднократно исследова­
лось в литературе. В инженерной практике акустические излучатели рас­
полагаются обычно вблизи различного рода экранирующих конструкций, 
которые, естественно, влияют на работу излучателей. Ниже рассматрива­
ются имиеданцы излучения двух круглых дисков, работающих в однород­
ном слое с плоекоиараллельпыми границами, одна из которых является 
жестким экраном, в котором расположены излучающие диски, а другая 
характеризуется в общем случае комплексным коэффициентом отражения 
17 (0 ) (фиг. 1 ).

Функция Грииа поставленной задачи может быть выражена в следую­
щем виде [ 1 ]:

оо и

( 1)

1 =  0 1 •
где

ih я/2~’*°° 2я
=  —  I 1  exp{i(kxx + k yij-\-kzz,j) }V lj( 0 ) smOdBdcp.

2 я J  Jо о
Сумма по I представляет собой сумму по всем отражениям от границ 

слоя

(2) У(1 - ( W ;  У,г=У .'+1Уг'; У ^ У . 'У * *1; Уи=(У.У2) '+'.
В соответствии с условием задачи

(3) ^ ( 0 ) = У ( 0 ); У2 (0 ) = 1 ,
(4) zn=zl3 =2lh ; zn= z lK= 2 ( l+ \ )h ,
<5) У/1 = У/3= У '( 0 ) ; у /2= у и= у ^ ( 0 ).

Интеграл но 0 в выражении (1) может быть вычислеп методом пере­
вала [1]. Во втором приближении метода перевала можно написать сле­
дующее выражение в предположении, что кгц> 1 :

/лч , exp(ikr„) [ iNuftu) ]
(6 ) = ------------  У «(в « )------ -------  ,

r,i L кгц J
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где
(7) г,1 =Г п =У (г,—х2 ) 2 + ( у 1—y2 ) 2 + ( 2 lh )2, 

П2=П 4=У(ж,—х 2у + ( у х—yzy + [ 2 { l + i ) h ] \

(8) N»
1 г дгУ„ дУ1  Г (TV,

2  L dOz
+ И

и <90
ctgO

и ]■

(9)
V {х ,- х г) г+ ( у 1 - у гу  d

o «= arc tg ----- -------------------- ~  arctg — .
Zii ztj

Взаимный импедаыц излучеиия системы из двух дисков можно пред­
ставить в виде [ 2 ]

(10) Z =
ikp0c 

2  л
J  J  1|> Х 2 ,  yit г/2, z) dSt dSz,

S t  S 2

где интегрирование ведется по поверхности дисков, a (x li2i У\,2, z) —
функция Грина задачи.

С учетом соотношения (1) получаем

( 11) Z =  -
ikpoC

оо
iN ц (0и)

2 л
1 =  0  S ,  S '

+ exp(jAr<2)
[ Уи( 0 » ) -  —J ® rz) ] }  dStdSt.

Г12

Воспользуемся представлением функции Грина (^ 1,2, У\,2, z) в цилинд­
рических координатах р, 0, z [2]. В результате получим

( 12) z  =  у | f j  ^  ^-cos[ro(0,-92)] J  /m(xp,)/m(xp2)^^-X
/“ 0 S i  S 2 m=0

X {exp (—1о21к)<рИ(дИ) + ex p [—ш2 (И-1 )й]ф,2 (0 <2)}р 1Р2 dpi dp2 d0, d02, 

где J m(x p) — функция Бесселя, ф/з(0^) =  £ Уц(8 ц) — ] »

(13)
<j=~]/k2— х2 , если 0 <%</с, 
о = —Г|/%2—к2 , если 0 < & < и ,

ет = 2 , т > 0 ; 8 т = 1 , т = 0 .

Для приближенной оценки импеданца излучения поршня в бесконеч­
ном экране, работающего в однородном слое, после интегрирования но пло­
щади, можно написать

j *  т 1

(14) 2 и=2лрос/са2 V 1 f [/Для) ]2 —  X
J ха7 = 0 О

X {exp (—io2 lh) сра  (0 М) +ехр [—ш2  (Z+1 ) /г] сргг (0 /г)}.
Для используем представление в виде ряда [3]

оо

(15) / Л х а ) = £  ( - ! ) “  ( - у )
2+ 2 т (2те+2)!

т = 0
(лг+2)![(т+1)!]
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При этом
СО со

(16) z „ - 2* p * W  У  У  (- !)" ■ .-—  (2" + 2 ) !
'= 0  тп= 0

(пг+2 ) ![ { т + { ) !]
X

00

х 1(f)
2 m + i

{exp [ — io2 lh ] <pn (0 a ) +

+ е х р [-ш (И - 1 ) 2 Л]ф/2 (0 /2)}
dx
о

Замепим переменные
g = i k 2—x \  0  < х < к ,

g = y x 2—k2, к < х <оо 

и после вычисления интегралов получаем
00 со

m (2те+2)!
(17) 2 и= л ',!р(|С/са3 У  У  (—1)

Z - j Z j 4 7 (т + 2 ) ! ( т + 1 ) !(т е + 1 )!I =а О 7П= О
X

X  |  [/m+Vi (2Ikh) —iNm+'h (2lkh) ]

+  [ J m+,1 (2 < l+ m h )- iN m+,ll(2<l+D kh) ] [

2 n m+’/j
ф а(0 н) +  

(ka ) 2

}

т+Ъ
ф/2 (0 » ) } ,(H-l)Afc

где Nm(y) — функция Ыеймаиа.
Действительная и мнимая части этого выражения представляют собой 

соответственно приближенные оценки активного сопротивления излуче­
ния и реактивного сопротивления при работе поршня в однородном слое.

Для вычисления взаимного импеданца пары поршней (см. фиг. 1) ис­
пользуем разложение сферической волны по плоским волнам. При этом 
если координаты центров поршней соответственно хи rji и х2, у2, то выра­
жение для взаимного импеданца ( 1 1 ) можно переписать в виде

(18) % 1 2  --
р оск2 

2  я 2

п/2— <со 2Л

|  j  Г ( 0 , 0 /? h) J  exp{i/c[ (x—a:,)sin 0  cos (p+
0 Si

+  —?/i)sin 0  sin ф]}й5, J  exp{—ik[ (x—z2)sin 0  cos ф+

где
+  (у—#2) sin 0 sin <p]}sin 0 dQ dtp dS 2»

00

T(Q,Qh h) =  ^  {exp(—i2lkh cos 0)фи(0и) +
f =  0

+  exp[—i2 ( l+ i)k h  cos 0 ]<p<2 (0 /2) }•

При выборе начала координат в соответствии с фиг. 1 (х: 
У2 ~У 1 = 0 ) для равновеликих поршней получаем

—x ,= d r

я/2—ice 2л
0 9 ) ZlZ= 2 nk2p0cai j  J |D (0 , cp) 12 X

О О
X exp {ikd sin 0 cos ф} Т (0, 0Ь h) sin 0 й0 dep,
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где D (0 , q>) =  J exp [ ik (x sin 0  cos <p+ y  sin 0  sin cp) ] dS — характеристика на-
s I

иравлеыности отдельного поршня, работающего в жестком бесконечном 
экране. 7  .

В  рассматриваемом случае круглых поршней одинакового радиуса по­
лучаем

(20)

2 12 =
пр0ск а

J [
2 /i (/casinO)

к a sinг-т — 1  /o ( *d s in 0 ) r ( 0 , 0 z,A )sin 0 d0 . 
in 0 J

Переходя к интегрированию по вещественной оси [4], можем написать

(21)
яро ска*

12 £ ) [
2 / , (ха)

ха/—о о
j / 0 (y.d)^- X

X {exp (—io2 lh) ф „  (0 „) +ехр [—го2  (Z+l) h] q>,2 (0 i2) } dx.

Для вычисления иптеграла воспользуемся представлениями [3]

( 22)

п=0
И

(23) A < x . ) - £ ( - l ) - ( - f - )
2т + 1

т-=0 т \ Т ( т + 2 )

После подстановки этих разложений в выражение для импеданца (21) 
получаем

(24)
оо оо

Z 12= 2 p 0Ctta2 У .  У  У  ( _J J n + m 1 l , ( d / f l )  ] ^

1=о jf —0 т —0 п \т\Т  (п+2)Т  (т + 2 )

X0(f)
„ V  .  2 (n + m )+ 2

хУк‘- х :
■{exp (—ill k2—x 22 lh) фи (0ц) +

+  ехр[— ilk 2—х г 2 (г+ 1 )й]фг2 (0 ,2)}й х  +

*J(f)
2(n+in)+ 2

1

хУх2- к
{exp (—Ух2—к221к) фп (0а) +

+ е х р [—Уя2-/с 22 (Н-1 )й]ф/2 (0 /2) }й х ^ .

Здесь /г’(сс, Р; 7 ; у) — гипергеометрическая функция.
С помощью применявшейся замены переменных интегралы сводятся 

к табличным. В результате для взаимного импеданца мы окончательно по­
лучаем выражение

z,,-2p«Vk у  у  у  W0‘1 (■ »+-)' х
7 , / ' 7  п \т \ (ге+1 ) ! ( т + 1 ) !/=о п=о т — 0
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И (lea)2 i  m+n+1̂
— lkh \ [Jm+n+'h(2lkh) -iiVm+„+./,(2MA) ]<p,1 (e„) +

[ (lea)2 1 m+n+,/*
J t/m+.+-A (2 [ l + l } kh) - iN m 4 , (2 [ 1+1 ] kh) ] X

Хф/2 (0 /2) J .

Для ka<  1, пренебрегая членами порядка (Аа) 2 но сравнению с едини­
цей, можно достигнуть значительного упрощения. Полагая при этом, что 
диски разнесены на расстояние, большее чем их радиус, т. е. d /a>  1  и [3]

F [ - r c ,- l - r c ;  1  \{d /a)2] -----^ (д + 1 ) (d /a)z’\
d / a -

получаем

(26)
СО оо

Z 12= 2 p„cnVA ^  (~ 1)П {й/п \ П Х
f- « 0  п =  0

Х  {  [ " Ж ~  ] - М п+,Л21Щ  ]ф „ (0а) +
2  n  +  Va

Г (& а)
п+'/а

+  [ {l+i)kh ] ""[/«+%(2[Н-1]АЛ)-*Л?п+%(2[И-1]ЛЛ)]ф,,(е«)}.

Если применить подстановку

(27) t

го, воспользовавшись представлением [3]

со

(28)
L
п=0

( - 1 )” г (2 ц-И)* -I "
п\ [ 2 ц ] / n+v( n ) =  ( - ^ - )  >41-1+0,

для активной составляющей взаимного импедапца можно, в частности для 
Im V (0) = 0 , наппсать выражение

,о т  п 0  п  2N2 V 1 Г sin(£2 , 2 lkh) cos(Q , 2 lkh)
(29) Я ,2=2р„сл{ha2) >  \ — —— ------V „(0 „) +  ■— — —----- X

a—i l £2 ,2 lkh £2 , 2 lkh
1 =  0

v  4 , ( 0 a )  , s in [ £ 2 22 ( M - l ) A f c ]  t ,  /A  4 ,
A ' "  /2 W/2 j I

A V (f+(2 /A) £2 22 ( / + l ) M

где

(30)

cos[£222 (+ H )M ] iV;2 (0,2)

£2 22 ( H 1 )M  ftVd*+[2 (/+ l)fc] }

£2- N £ ) T >  Ч Ч
Ad  ̂h '/»

(H-l)Afe }]
Если принять во внимание, что коэффициент отражения от границы 

F (0 )< 1 , и ограничиться первыми членами ряда по Z, то в первом прибли-
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жении метода перевала получим

(31)
. 1  ,  , f sin кай12 = т р0сл/са{ — +

V2 (0 2) } ,

sin kd sin (ШАЛ)
Q2 kh

[V ( O,) +  F (0 2)]  +

sin (Q'4/c/i) 
ti'Akh

где
Q = [ 1 + (kd/kh)2 ]Vl; Q '=  [ H- (kd/2Ich) 2 ] \

0 i=ai'ctg d !2 h\ 0 2=arctg d/Ah.

Совершенно аналогично для мнимой части взаимного импеданца имеем 
(32)
„  .  . . .  VI Г cosKW ttk] sin[Q,2Ikh] Nn (0„)
Х 12= 2 р0с я (*а 2 ) 2 > --------- ------Vn(0 a) + ---------------------—

/ = 0
+

Й, 2  Ikh Qt2 lkh H d l+ { 2 Ui)

cos[Q22 (Z +l)M ] sin[Q22 (Z+l) kh] N [z( 0*2)
+  ---------------- ----- V Ц (0)2) +  -------------------------------------

Q2 2 ( l+ l)k h Q2 2 ( l+ \)k h  k U z+ [ 2 { l+ \)h )

и, по-прежпему ограничиваясь первым приближением метода перевала 
с учетом только первых членов ряда по I, получаем

(33)
1  Г

X i 2  =  — р0 спкаЧ
L a  V

cos kd
kd

+

cos (0 2 *M  | +  r  j +  {O'ikh)
Q2  kh Q'Akh (02) }

В более общем случае комплексного коэффициента отражения выраже­
ния (29) и (32) также становятся комплексными и для составляющих 
взаимного импеданца, очевидно, пмеют место соотношения

Re Z 1 2= R e (/? l2)+ Im (X i2),
(34)

Im Z1 2= R e (X ,2)+ Jm (/f ,2).
Следует указать, что для Х 12 использованное в выражении (26) при­

ближение справедливо, строго говоря, лишь для kd<kh.
На фиг. 2 и 3 приведены результаты расчетов зависимости взаимного им- 

педаица от расстояния между излучателями для двух значений толщины 
слоя kh=2n и k h = n  соответственно. На графиках кривые 1 п 2 соответ­
ствуют действительной и мнимой частям взаимного импеданца, рассчи­
танным по приближенным формулам (31) и (33) и отнесенным к сопро­
тивлению излучения круглого поршня в акустически жестком экране. При 
расчете предполагалось, что отношение волновых сопротивлений среды 
внутри слоя и его границы с коэффициентом отражения F ( 0 ) составляет 
роС0/рс=Ю , a Im F(0)=O .

Как видно из графиков и соотношений (31) и (33), исследуемый вза­
имный импеданц существенным образом зависит от свойств отражающей 
грапицы и от расстояния до нее излучающих дисков. При этом при сде­
ланных допущениях зависимость от расстояния до отражающей границы 
слоя аналогична зависимости от расстояния между излучателями. Такой 
характер изменения импеданца связан, очевидно, с тем, что в рамках ме­
тода перевала наличие отражающей границы приводит к совокупности 
мнимых источников, взаимодействие с которыми и характеризует влияыие 
этой границы на исследуемый взаимный импеданц излучателей. Свойства
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Фиг. 1. Системы координат для вы­
числения взаимного импеданца 

поршневых излучателей

Фиг. 2. Взаимный импедапц как 
функция относительного расстояния 
между излучателями при толщине 

слоя k h = 2л

Фиг. 3. Взаимный импеданц как 
функция относительного расстояния 
между излучателями при толщине 

слоя кк=л

Фиг. 1

К гг . Х/г 
Ко 'К 0

Kjz.Xn 
К0 ' К0

отраж аю щ ей границы при таком подходе к  решению задачи входят в вы­
ражение для исследуемого импеданца через коэффициент отражения 
F ( 0 ) ,  определяемый в  соответствующих точках 0*. В  частности, если отра- 
ж аю щ ая граница представляет собой поверхность тонкой упругой пласти­
ны, совершающ ей колебания изгиба, то

cos 0Л 

iH -cosG ft

где Ь = 2 р 0с0/сорм/гм, рм — плотность пластины, hM — ее толщина. Естествен­
но, что в случае необходимости можно использовать для F ( 0 A) и более точ­
ные вы ражения с учетом не только изгибных, по и продольных волн в пла­
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стине, а также и с учетом различных неоднородностей в пластипе, в част­
ности выражение для коэффициента отражения от пластины, подкреплен­
ной периодическими ребрами жесткости [4].
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