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Р а с с ч и т а н ы  д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е  и  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а с п р е д е л е н и я  
д л я  с в о б о д н о й  б е с к о н е ч н о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  с  п е р и о д и ч е с к и м и  
к о л ь ц е в ы м и  р е б р а м и  ж е с т к о с т и , а  т а к ж е  д л я  о б о л о ч к и , п о г р у ж е п п о й  
в  ж и д к о с т ь . П о к а з а н о , ч т о  п о д б о р о м  п а р а м е т р о в  р е б е р  ж е с т к о с т и  м о ж н о  
с у щ е с т в е н н о  у м е н ь ш и т ь  в и б р а ц и ю  о б о л о ч к и , п о г р у ж е н н о й  в  ж и д к о с т ь , 
в  о б л а с т и  ч а с т о т  в б л и з и  р е з о н а н с а  р е б е р .

В бесконечной гладкой цилиндрической оболочке, погружеппой в жид­
кость, распространяются волны, для которых волновые числа кх и часто­
ты о  удовлетворяют дисперсионным соотношениям, рассчитанным в рабо­
те [ 1 ]. Исходя из этих соотношений можно подобрать параметры оболочки, 
при которых снижаются вибрации ее поверхности в некоторой полосе час­
тот, что, однако, связано со значительными изменениями параметров. В ра­
ботах [ 2 , 3] показано, что резонансные колебания упругой конструкции, 
в частности ребер жесткости, могут существенно изменить характер дис­
персии.

Ниже исследуется влияние динамической деформации кольцевых 
ребер жесткости цилиндрической круговой оболочки на дисперсионные 
зависимости. Рассматривается оболочка, как не соприкасающаяся с жид­
костью, так и погруженная в идеальную жидкость.

Рассмотрим влияние резонансных колебаний элементов профиля на 
дисперсионные соотношения для бесконечной цилиндрической оболочки с 
кольцевыми ребрами. Воспользуемся цилиндрической системой координат 
и обозначим через и, v и w составляющие перемещений ее срединной по­
верхности но образующей х, по направляющей ф и по радиусу соответст­
венно (фиг. 1). Если длина распространяющейся волны Я много больше 
периода 6 , то можно воспользоваться моделью ортотропной оболочки, ко­
торая нагружена распределенной динамической реакцией деформирую­
щихся ребер. Действительно, из-за наличия подкрепляющего набора коль­
цевых ребер оболочка становится конструктивно ортотропной [4]. Соотно­
шения, приведенные в работах [4, 5], позволяют для приближенного 
описания упругостных свойств ребристой оболочки ввести следующие 
эффективные толщины: для продольпых деформаций по ф — hv и для из­
гиба по ф — йФ. Расчеты показывают, что

hv= h +  (1—a2) IT р/ 6 ,
( о

K 3= h 3+ ( i —0 2 ) l 3 TPlb,

где о — коэффициент Пуассона материала оболочки. Для «длинных и тон­
ких» ребер (Тр< 1 ) становится существенной динамическая деформация 
при их изгибе. В этом случае реакция набора сводится к продольному уси­
лию v и моменту т, возникающим при колебаниях ребер вдоль образую­
щей, а также к динамическому усилию Р, возникающему при движении 
набора по радиусу. Будем учитывать дополнительные усилия v, Р  и мо­
мент т, считая их распределенными равпомерпо по поверхности оболочки,
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Ф п г . 1. С е ч е н и я  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч ­
к и  с  р е б р а м и

Ф и г . 2 . Д и н а м и ч е с к и е  р е а к ц и и  р е б е р  в  
сред и н н о й : п о в е р х н о с т и  о б о л о ч к и

действующими в срединной поверхности и направленными в соответствии 
с фиг. 2. Подобный метод сведения сосредоточенных сил и моментов к рас­
пределенным нагрузкам применен в работах [3, 6 ] для получения диспер­
сионных кривых ребристой пластины. Результаты теоретических расчетов 
хорошо совпадают с экспериментальными данными при Х>Ь.

Для ребристой оболочки в жидкости, пренебрегая инерцией вращения, 
можно получить в линейном приближении следующую систему уравнений:

д2и  ̂ 1 —о д2и ^ 14-а' д2а 
дх2 2R 2 Эср2 2R дхдср

f u  \
R дх Eh У д ?  I

1 + о  дги
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a

2 R д х ' 2 дхг h R 2 \ dip2 9ф /

1  - о 2 hp d2v
0 ,

Eh h

IIN**
Cl

о да К ( ди
— Г d‘w l 2  d'w

R дх hW \ <?cp
w j

1 2  L dxl Я 2 dx-dy 2

1 /А \ ;3 d'-w 1 1 —0 !: / d2w d x \
+  —  (— 

Я 4 \ }г) «Л Eh . < • + p + p -  J
Здесь R — радиус оболочки, Е  — модуль Юнга, рт — давление жидкости, 
р — плотность материала оболочки, hp= h + lT p/b.

При рассмотрении резонансных свойств ребер пренебрежем деформа­
цией по ср при их изгибных колебаниях по образующей х. Тогда для опи­
сания колебаний ребра можно воспользоваться теорией тонких стержней. 
Численные оценки показывают, что в этом случае относительная погреш­
ность в определении собственных частот ребер длины 1 <&R но превышает 
//(12Д). Пусть £ — координата элемента ребра, отсчитываемая по радиусу 
от его свободного конца, а г|(§) — смещение элемента. Тогда уравнение 
движения ребра и граничные условия на его концах можно написать 
в виде [7]

92t| _l_ E T V2

1
cu II о *

d t2 1 2 p d V

r\(l, x, cp, t) --=u{x , Cp, 0 ,

d n  . d ip  .
Al,x,<p,t) (x, ф, 

dt, dx
d 2r]

& V
( 0 ,0 =

dJ,n
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Динамическое усилие v и момент т, возникающие при изгибе ребра, выра­
жаются следующим образом:

(4) ЕТ Р 3 

126
и х =

ЕТ Р 3 дгц 
126 д% 2 i=i

При определении динамической нагрузки Р, действующей при радиальном 
смещении поверхности оболочки, положим, что ребра перемещаются как 
целое без деформаций

(5) Р = р
iTB д*и>

6  д ?

Будем искать решение в виде распространяющихся волн вида 
a  exp [{(toH-ft^+mp) ], где а  — комплексная амплитуда. В  этом случае ре­
шение краевой задачи (3) можно написать в виде

ftp S (£ )u - T ( t )
( 6) Ч

dw
~дх

+

ftp[52 a ) - i r ( ^ ) v fc(? )]

S { l ) ~ - k „ V k{%)u
дх

5(ftP|)  +
-V

f t p I ^ W - r f t W t t ) ] ? ' ( f t p | ) ,

где ftp2=2coy3p/£/7,p; S, T и Vh — функции Крылова [7]. Подставив выра­
жение (6 ) в формулы (4), после преобразований получим

E T J  f t „ 2
v:

126 е
/ ,  dw \
( М . - С — ) ,

(7)
, - ^ | Г

126 е (
dw
дх

+ край  ̂,

где

( 8)
r= c o s  (kpl) sh (A:PZ) —ch (kvl) sin (kpl),

[J=ch (kpl) sin (/cpZ)+sh (kvl) cos (kpl), 

e = l+ c h  (kpl) cos (kpl), 

a  = sh  (kpl) sin (kpl).

При e = 0  усилие v и момент т обращаются в бесконечность, что соответ­
ствует^ резонансным колебаниям ребер на частотах / „ =
= а „ 2у £  Г р/(2я22УТ2р), где «4=1,875; а 2=4,694; а 3=7,855; а ;=10,996; 
«5=14,137.

Для решений в виде нормальных волн система (2) сводится к системе 
алгебраических уравнений, которую удобно написать в виде

=  0 ,

где Юо, v0, Wo — амплитуды смещений срединной поверхности оболочки. 
Влияние жидкости в формуле (9) учитывается введением присоединенной

(9) |и0
V0

fln̂12а 12

а 22

Wo ia2;,— (h a
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Ф и г .  4 . Д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е  о б о л о ч к и  с  у п р у г и м и  р е б р а м и , п о г р у ж е н н о й  в  ж и д к о с т ь

массы, плотность которой рпР, согласно работе [ 1 ], выражается следующим 
образом:

R Кп(1)(10) Рпр“  Рж
h ^ d K n(l)

К t =  *R
где Рж — плотность жидкости, К п — функция Макдональда, х=У/с*2—о)7с02, 
Со — скорость звука в жидкости. Используя формулы (4), (5), (7) и (10), 
получим

г 1 —а пг pea2 ( 1 —о ) 2 1 В
<“ ) f c , + T f f -  J  ] + ' А Т '

1 + 0  п
а,2= ---------

Л 22
- [

2 R 
1 - 0

2 R 1  Е

а,3= -  +  С у к р 1 к ,

hv п г hp рсо2 ( 1  о2) ’
к 2 +

h R 1  h Е

h„ п
ch з = -

Дзз —

+с,к

h R2’

К  1 + А* Г. . . 2я*
12

Л * * .
р  Л х

е

3 „4

/Ар , \ <ог(1— а2)тр+р.,)- Е

где с ,=  (1 -о г)Г р3/(126й).
Дисперсионные соотношения находятся из условия равенства нулю 

определителя системы (9), что эквивалентно условию Д =0, где Д — опре­
делитель матрицы ||аЛ||, все элементы которой действительные величины 
и вычисляются по формулам (11). Для расчета дисперсионных кривых 
оболочки, не соприкасающейся с жидкостью, следует положить рпр= 0 . 
В этом случае при фиксированном со условие Д = 0  представляет собой 
уравнение четвертой степени относительно к хг .

На фиг. 3 приведены характерные дисперсионные кривые ребристой 
оболочки, не соприкасающейся с жидкостью, рассчитанные на ЭВМ. Кри-
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вые соответствуют оболочке со следующими параметрами: £ = 7 ,1 *  
•10 10 Н/м2; о=0,3 ; 0 = 2 ,7 -103 кг/м3; Д =0,175 м; А =6-10 “ 3 м; /=0,01 м; Гр=  
=0,0035 м и 6 = 8 ,5 -10“ 3 м. На оси ординат отложены значения M =c/c0f 
где с — скорость распространения волны по оболочке. Для скорости звука 
в жидкости принято значение б’0=1400 м/с. При вычислении дисперсион­
ных кривых определялись моды волн, т. е. векторы нормированных коэф­
фициентов распределения: а = (С/0, 7 0, ИД,), где U0 = u 0/N , V0= v 0/N, W0=
=  \w0 \/N, N='jiio*-\-v0*+1 lOq[ \  Преобладающая компонента вектора а  ука­
зана па фиг. 3 у дисперсионных кривых. Видно, что в окрестности соб­
ственной частоты ребра Д проявляется сильная дисперсия всех волн, за 
исключением чисто крутильной моды при п= 0 с Л?=1,75.

Дисперсионные кривые распадаются на ряд ветвей. Нижняя ветвь со­
ответствует «изгнбной» w-волне, у которой с приближением к Д скорость 
резко падает и появляется компонента смещения и (кривая / ) .  При Д^Д 
эта волна «исчезает». Одновременно уменьшается скорость /7-волны (кри­
вая I I ) ,  которая сначала трансформируется в волну с /У, 7-модой, а затем 
с 17-модой. Динамику преобразования моды можно проследить по измене­
нию вектора а. Так, для п=Ъ при /= 1 2  кГц а =  (0,984; —0,155; 0,063), при 
/= 2 4  кГц а =  (0,681; -0 ,725; -0 ,109 ), при /= 4 8  кГц а =  (0,019, -0 ,039; 
—0,999). Влияние резонансных свойств ребер на дисперсионные кривые 
можно оценить, проведя сравнение с аналогичной оболочкой, имеющей бес­
конечно жесткие ребра. Для порехода к такой оболочке положим, что с 
ростом упругости материала ребра изменяются лишь его резонансные 
свойства, т. е. волновой парамер /ср2=2о)УЗр/£р/Гр, где У оболочки
с жесткими ребрами из С/-волпы формировалась бы 7-волна с М = 1,86 при 
п= 5 (кривая II, а).

В рассматриваемом диапазоне частот у волны, соответствующей верх­
ней ветви дисперсионной характеристики, преобладает U компонента. При 
/ > / ,  скорость этой волны уменьшается и растет компонента V (кривая 
I I I ) .  В результате формируется волна с 7-модой взамен волны, перешед­
шей в «изгибную». Для оболочки с жесткими ребрами верхняя ветвь со­
ответствует волне, скорость которой для гг=5 стремится к Л /^4 (кри­
вая III, а).

Наконец, при /> Д  в оболочке с упругими ребрами появляется продоль­
ная волна вместо «исчезнувшей» (кривая IV ). Таким образом, вследствие 
динамической реакции ребер возникает в окрестности Д резонансная связь 
между волнами с компонентами и и v, которая приводит к сильной диспер­
сии, сопровождающейся циклическим преобразованием мод распростра­
няющихся волн.

В оболочке, погруженной в жидкость, без затухания могут распростра­
няться волны, для которых /гх>со/с0 (М < 1). При резонансе ребер е = 0  и 
элементы матрицы ||а,-к||, содержащие множитель 1 /е, становятся неопре­
деленными. Как показывают расчеты, если е->0, но кх и рпр ограничены, 
условие Д= 0  эквивалентно следующему равенству:

К  п2 Ар рсо2 ( 1 —о2) 1 ^
Л ~ Я *~ И  Е JX

Х Ш п {(а Ч - р Г )^ - )= 0 .
ь-+ 0 А 8  J

Равенство пулю квадратной скобки соответствует дисперсионному соот­
ношению для поперечной волны. Скорость ее распространения определя­
ется эффективными параметрами ортотропной оболочки. Для изгибно-про- 
дольных волн должно выполняться условие lim { ( а 2+(ЗГ) Агх7 е 2}= 0 . Ис-

Е - *0

пользуя формулу (8 ), можно показать, что а 2+ р Г = е (е —2) и, следователь­
но, при е - > 0  величина кх должна стремиться к нулю быстрее, чем Ve для 
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любого п, отличного от нуля. При тг=0, если /сх—>-оо/с0, то р^ - * - 00 и форму­
ла ( 1 2 ) неприменима.

Если кх-*оо при е->0, то условие Д = 0  вблизи резонанса можно напи­
сать в виде

1 2 ct /А 2 _ \ т
(13) И т к х2е =  — —  ( —  кр2$ -Т  )АР.

в-*0 Л \ 1 Z /

Для первого резонанса ребра в широкой области значений параметров обо­
лочки, включающей практически интересные случаи, выражение в правой 
части равенства (13) больше нуля. Следовательно, условие (13) выполня­
ется лишь при 8 > 0 , причем кх- *° ° , как 1/Уе при е-*0 . Отсюда в перемен­
ных М, /  дисперсионные кривые при приближении к резонансу слева (е >  
> 0 )  будут сходиться к значению М = 0. При этом мода распространяю­
щейся волны стремится к а = ( —1 , 0 , 0 ) и по оболочке распространяются 
продольные волны.

Заметим, что при приближении к резонансу ребра из области /< Д  ве­
личина кх стремится к бесконечности и, следовательно, длина распростра­
няющейся волны Я стремится к нулю. При К б  замена дискретных ребер 
непрерывно распределенными становится незаконной. Расчет дисперсион­
ных кривых в этом случае может быть произведен с помощью метода мно  ̂
гоплюсника и связан со значительными вычислительными трудностями. 
В  работе [ 8 ] этот метод применен к исследованию дисперсионных кривых 
ребристой пластины и показано, в частности, что вблизи резонанса ребра 
при / < / i  учет дискретности ребер приводит к значительным изменениям 
дисперсионных кривых.

Вблизи резонансной частоты Д при /> Д , когда Л/«1, влияние жидко­
сти становится существенным и растет с увеличением рпр. Отсюда следует, 
что область применимости соотношения ( 1 2 ), которая определяется зна­
чениями рпр при М = 1, сужается с уменьшением п. В  непосредственной 
близости от резонанса при /> Д  по оболочке может распространяться толь­
ко волна, соответствующая п = 0 .

На фиг. 4 приведены характерные дисперсионные кривые рассмотрен­
ной ранее ребристой оболочки, погруженной в жидкость, плотность кото­
рой рж= ;103 кг/м3. В  соответствии с анализом, проведенным выше, по мере 
приближения снизу к Д появляются кривые с возрастающими значе­
ниями п.

Геометрическое место точек на плоскости М, /, для которых ?-=const, 
определяется прямой M =(X /c 0)f. 11ри выбранных значениях параметров 
для точек, лежащих ниже луча М =5/7-10“ 2/  (кГц), длина волны меньше 
периода ребер и приведенные расчеты становятся неправомерными. На 
частотах Д значительно меньших Д, но оболочке распространяются волны с 
преобладающей ГГ-компоиентой. Так, при / =  10 кГц: для тг=0 а =  (0,023; 
0; —1); для п = 5 а= (0 ,1 2 ; 0.055; —0,998); для п = 10 а =  (0,006; —0,075; 
0,997). При приближении к резонансу заметно возрастает w-составляю- 
щая. На частоте 28,5 кГц коэффициенты распределения имеют следующие 
значения: для п = 0 а =  (0,209; 0; —0,978), для п = 5 а= (0 ,2 1 ; —0,019; 
—0,978) и для п = 10 а =  (0,213; —0,038; —0,978). В непосредственной бли­
зости от резонанса при /^ Д  существует только волна, соответствующая 
п = 0; для /= 2 9  кГц, в частности, у нее а =  (0,682; 0; 0,732). С ростом час­
тоты /  в оболочке появляются волны с п >  1. На частотах 29,5 и 31 кГц 
по оболочке могут распространяться волны с п< 2  и < 6  соответственно. 
Волны с ?г> 11 на частотах выше резонансной не могут распространяться 
по оболочке с выбранными параметрами. При /> 3 5  кГц составляющие и 
и и становятся пренебрежимо малыми по сравнению с изгибной составляю­
щей w.
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Для оболочки с жесткими ребрами, принимая во внимание (7), полу­
чим

lim т =  г
р со2Т Р/2

2  Ь
2 дц7

I
3  д х ) •

V р ю ^ р ,lim v =  *——— IL
в  -*«» 26

/  Зы; \

Если подставить эти значения т и v в формулу (2), можно убедиться, что 
переход к оболочке с бесконечно жесткими ребрами эквивалентен замене 
в выражениях (11) для a{j Zcp3j}/e на 12porZ/(£Tp2) , крга /е  на бра)Ч2/(Е Т рг) 
и ЛрГ/е на —4po2Z3/  (ЕТР2) . Дисперсионные кривые для оболочки с беско­
нечно жесткими ребрами приведены па фиг. 5. Качественный ход этих 
кривых соответствует дисперсионным кривым гладкой оболочки [ 1 ]. 
В диапазоне частот от 10 до 60 кГц составляющие и и v для всех волн пре­
небрежимо малы по сравнению с изгибпой составляющей w. В области 
низких частот (/< 1 5  кГц) дисперсионные кривые ребристой оболочки и 
оболочки с бесконечно жесткими ребрами практически совпадают. С ро­
стом частоты по мере приближения к резонансу ребристая оболочка ста­
новится как бы мягче. Это обусловлено тем, что динамические деформа­
ции ребра на частотах ниже резонансной приводят к уменьшению усилия 
v и момента т в корне ребра по сравнению с. соответствующими величина­
ми жесткого ребра. При переходе через резонанс сдвиг фаз между изгиб- 
ными колебаниями ребра и колебаниями поверхности оболочки изменяется 
скачком на л, что соответствует смене знака у усилия v и момента т. Это 
эквивалентно резкому увеличению жесткости оболочки. Такое изменение

свойств оболочки приводит к тому, 
что число распространяющихся волн 
возрастает в области частот ниже ре­
зонансной и уменьшается при часто­
тах / > / 1 . Так, при выбранных значе­
ниях параметров в оболочке с беско­
нечно жесткими ребрами могут 
распространяться волны с п <  19, а в 
ребристой оболочке в области частот 
/ > / ,  — с /г< 1 1 .

Таким образом, изменением пара­
метров ребер жесткости можно ради­
кально изменить дисперсионную ха­
рактеристику оболочки в окрестности 

их резонансных частот /п. Для оболочки, погруженной в жидкость, это 
приводит к сокращению числа распространяющихся волн в области частот 
/ > / , ,  что позволяет выбором резонансной частоты упругих ребер f { значи­
тельно уменьшить вибрации в некоторой области частот.
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