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БЛИЖНЕЕ ПОЛЕ И ИМПЕДАНЦ ЖЕСТКОЙ СФЕРЫ , 
КОЛЕБЛЮЩЕЙСЯ ПАРАЛЛЕЛЬНО ПЛОСКОЙ ПЕРЕГОРОДКЕ

С. Н . Рж евки н
Рассмотрена задача о сопротивлении излучения и присоединенной 

массе жесткой сферы при колебаниях сферы на близком расстоянии от 
плоской (абсолютно жесткой или мягкой) поверхности при направле­
нии оси колебаний параллельно поверхности. Выяснено, что изменение 
импеданца сферы за счет влияния рассеянной волны оказывается на­
много слабей, чем при колебаниях перпендикулярно поверхности. Рас­
смотрено влияние близлежащей поверхности на формирование диаграм­
мы направленности излучения.

В работе автора [1] решена задача о звуковом поле и имнеданцс жест­
кой сферы, колеблющейся перпендикулярно плоской перегородке.

В данной работе рассматривается звуковое поле и определяется импе- 
даиц жесткой сферы радиуса а, колеблющейся по закону i?0 exp/coi (t>0 — 
амплитуда скорости, со — угловая частота) параллельно бесконечной пло­
ской (абсолютно жесткой или мягкой) перегородке. Задача решается 
путем замены перегородки S  (фигура), зеркально отраженной в перего­
родке сферой 2, центр которой находится па расстоянии d от центра ре­
альной колеблющейся сферы 1. После этого все расчеты звуковых полей 
ведутся в предположении открытого пространства. При определении зву­
кового поля в окрестностях сферы 1 следует учесть первичное поле, созда­
ваемое сферой 1 в свободном пространстве, поло, создаваемое зеркальной 
сферой 2 , и рассеянное поле, создаваемое за счет дифракции волн, излу­
чаемых сферой 2, па сфере 1.

Звуковое поле pi, создаваемое сферой, колеблющейся по закону 
у0 ехр/о)7 в свободном пространстве в зависимости от расстояния г от 
центра сферы:
( 1 ) p ^ A h ^ k r )  cos ai ехр /о)*,

A = —jp c (± v 0) / V  (ha) ,

где к—м/с; p и с —плотность среды и скорость звука, hi(ka) и hx' (ка) — 
сферическая бесселева функция второго рода и ее производная по аргу­
менту; а! —угол радиуса-вектора с направлением колебательной ско­
рости vQ. Зпак (+ )  в выражении А соответствует абсолютно жесткой, 
а знак (—) — абсолютно мягкой перегородке.

Вычисление реакции давления р{ на поверхность сферы 1 вдоль оси 
колебапий приводит к известному выражению импеданца осциллирующей 
сферы в свободном пространстве:

Soc/cV , 2 + к 2о2
---- ------------ +  7 СО-------------
3 (4-1-й V )  4-f/cV

где iS'=4na2; MQ= 4 n a3p/3 — масса среды, вытесненной сферой. 
Зеркальная сфера 2 создает в окрестностях сферы 7 давление

(3) р2(к у )= А к ^ к у ) cos а 2 ехр/со*,
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Схема колебательного движения сферы 1 с центром в точке 0\\ зеркально отражен­
ная сфера 2 с центром в точке 02, колеблется параллельно оси Z

где а 2 — угол между у и осью колебаний сферы 2 (ось Z на чертеже). 
Суммарное давление на сферу 1 вдоль оси Z определяется в форме интег­
рала от р2 но поверхности сферы 1:

(4) Чг 2 =  j* Jpz (ку) cos a 2 cos a , dS,
Б

где d S = a 2 sin а,йа,А|),; а , и фз — полярный угол и азимут для сферических 
координат с центром в центре сферы 1 (см. фигуру). Из чертежа следует

(5) cos a 2 =  —  cos a t; y2= d ?+ a 2+ 2 da sin a , cos ф4.
У

Вводя обозначение x = sin  a , cos ф,, приводим интеграл (4) к виду

(6) и г  .  o f f /  /7 v S V l - s V c o s ^ i  7 ,Ч/ 2 = ^ а 2 Л» (Ату)------------ ------------ -Асйф,.
J J // cos2 ф,

Если взять приближенное выражение функции hl(ky) при ht(ky)&
1  1

— / ——  > то интеграл (4) не удается привести к формулам для таб-
о к

личных интегралов. Используя теорему сложепия, функцию /г4 (А̂ ?/) можно 
разложить в ряд полиномов Гегенбауера Cm (х) [2]:

(7)
hijky)

ky

оо

V (
k2 da L-l \т =О

т  +  /т + 1 (fca) ftm+i (kd) C j ‘ (x) =

CO

V . Dmama mxm,
k2 da A j7П—0

где c'n (x) =  — Pm+1 ( z ) ; -Ptn+1 (a:) — полином Лежандра; ?w + l(7ca) и
ax

hm+i(ka) — сферическая бесселева и ханкелева функции порядка ( т + 1 ).
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(8 )

С точностью до квадратов малых величин ка и kd имеем

А,(Ау) 1 / .  кЧ 2

где

ку

D m  =

т = 0

(2 » + 1 ) ! 1

; а _ т ; “- " [ 1 +
1Г, 2га+3 л
Л 1 - — “  */те! d '   L 2(2m—1) J l 2

Вводя выражение (8 ) в W2 и выполняя очевидные операции интегрирования 
но х в пределах от 0  до cos и по ф в пределах от 0  до 2 я, получаем вы­
ражение для добавочного импеданца Z2= ^ ¥ 2/ уо, привносимого за счет 
воздействия зеркальной сферы 2  на сферу i :
,пч V , Г SpcVa* / л к2<Г\ . Жо , / ,  A2d 2 \ l
(9)

Отметим, что добавочный инерционный член при колебаниях парал­
лельно перегородке, получается в 2  раза меньше, чем при колебаниях пер­
пендикулярно перегородке [ 1 ].

Найдем выражение для реакции на сферу 1 рассеянной волны р „ соз­
даваемой зеркальной сферой 2. Звуковое давление волны, излучаемой 
сферой 2у запишем в виде (3). Нормальный компонент колебательной ско­
рости на поверхности сферы 1 (см. фигуру) равен

1>2П = -

где cos б =

к dp2(ky) , А------д/; ч = 1  — hAky) cos б cos a2l
/рс» д (Icy) pc

t/2— ( d 2—a 2)

2  ay
Рассеянная волна p8 может быть представлена в виде

со

а о) / > . = £  dsnhn (ку)Рп (cos а ,)  exp /<в$,
т=О

где Pn(cosai) — полиномы Лежандра.
Нормальный компонент скорости рассеянной волны на поверхности

y .  к дрвп{кг)
сферы 1 определяется из выражения usn = ----------- ;  . — .

/рсо о (кг)
Граничное условие на поверхности жесткой сферы 1: (i>2n+i>#n) |г=а= 0  

позволяет определить с использованием ортогональности полиномов Рп 
коэффициент а8 рассеянной волны первого порядка

е е
3 А а

а 8 =
2  я

1 dif,
п/2

Arch/(ка) J  coszabiо о
J  кЛку)

cos2 a t cos б s in  a t

У
d at.

Составляющие рассеянной волны (10) с индексами, отличными от 1, 
не дают осевого компонента силы давления на сферу и в дальнейшем пе 
учитываются. Используя (5), полагая l / h / (/ca)~—/cV/2 и отбрасывая 
в дальнейшем индекс 1  у переменной а  и t]>, получим

v 3 p c ( ± i ; . ) f t V  f  f  <*j> с<г * Г , ,  2у - | / ,  * 2

а 16danhi ( k a ) \ J  cos2!]) J  L ' cos2 i|>
0 0

— 2  dax v * - C 0 S 2 1|)
-  (d2—a2)

Vl—a:2/cos2 -ф 
1+C x

j h/(Icy) dx^ ,
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где C =2da/ (d2+ a 2) . Функция h /(k y )= h 0(ky)—2hi (ky)/ky с использова­
нием (7) может быть представлена суммой двух рядов. Преобразования, 
аналогичные выполненным для вывода ряда (8 ), дают

(12) W  {ку) =  ~  (  !  -  у  кЧ г)  -'/ m—О
где ат ' = ^  1  — .Ряд ( 1 2 ) подобен ряду (8 ) ,  за исключением мно­

жителя (—2 ) перед суммой и разницы в поправочных коэффициентах; 
коэффициент ат'  не содержит поправки [l+ /c 2t f / 2 (2 m—1 ) ] , входящей
В  & г п .

Подставляя Л /(ку) в (11а), получим

(13) ав
2pc(±vQ)k^a
iQdaixh

Г —  /  1 ____ Jc2d2\  J  —
/ ( * » )  L з  \  ю 7 d r °

где

(14)

- / k3d3

2rt

09
У, j ,

m J
0

cos ^

cos2
.[ (d2- a 2) / m- 2 da/m+1- ( d 2- a a) ^ m],

m

>s , J '  cos $

f * - V l ----- X— dx- A'm=  f
j  r COS ^

VI—«7сов*ф
1 +C x

-Ac.

Таблица интегралов ЛГт  приводится в Приложении. После проведения 
расчетов с точностью до членов порядка cos0 i|) получим для ав с точностью 
до членов k2d? и а 2 выражение

<«> — $ & ( М ( ‘~ г " ) ( ‘ -т)-
9

- / 4 a 3 ( l - y a 2) ]  .

Суммарная сила реакции рассеянной волны на сферу 1 равна 

=  ̂ ^ mhi (ka)as; учитывая, что с большой точностью hl(ka)/h i/ (ка) =
3

= —ка/2 , пайдем дополнительный импедаиц, обусловленный рассеянной 
волной

Суммарный импеданц жесткой сферы радиуса а, колеблющейся парал­
лельно перегородке с круговой частотой со, амплитудой скорости i;0 при 
расстоянии ее центра на d/2 от перегородки выразится на основании (2 ),
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(9), (16) с точностью до квадратов малых величин ка, kd и а  и формулой

Z £ =  Z  ! +  Z 2 +  Z  V =
(17)

0 8 )

и х -

Spck:'ak f  Spded' i
[ 2  U

k2d2

1 2 L 1 2  J1 3 l 1 1 0

3 , , \ / i  \ 1  Mo
| 1 +

ж й Г ( ' • ] + ' “  2

)

+

led’
)

z £

----- кЧ 2 \
2

1

4 » ]-
В случае абсолютно жесткой перегородки сопротивление излучения уве­
личивается приблизительно в 5/ 3 раза, в случае абсолютно мягкой — умень­
шается приблизительно в 3 раза. Присоединенная масса соответственно 
изменяется по сравнению с величиной в безграничном пространстве на

М0 / 6  \
малую величину----а 3 ( 1  — — а 2) в сторону увеличения или уменьшения;

максимальное значение а 3=0,'125 при d =2a. При колебаниях по нормали 
к перегородке, как показано в работе [ 1 ], суммарный импеданц

Sockkak М0
*  ~  - (1 ± 1 )+ /о )— -(l=F3aJ),

12

где знак (+ )  соответствует абсолютно мягкой перегородке, а знак (—) — 
абсолютно жесткой. Таким образом сфера, колеблющаяся вблизи абсолют­
но мягкой границы, имеет удвоенное сопротивление излучения. Ее диа­
грамма направленности имеет дипольный характер и определяется зако­
ном cos ft, где ft — угол по отношению к нормали. В случае жесткой пере­
городки дипольное излучение стремится к нулю, и дальнее поле может 
быть представлено, как поле осевого квадруполя с диаграммой направлен­
ности cos2 # 1 и сопротивлением излучения, пропорциональным (ка)ь.

При колебаниях сферы параллельно перегородке дальнее поле в случае 
жесткой границы эквивалентно плоскостному квадруполю с четырехлепе­
стковой диаграммой направленности. Приведенное выше решение задачи
(17) показывает, что суммарное излучение дипольного типа в данном слу­
чае не равно нулю, но все же приблизительно в 3 раза меньше, чем для сво­
бодной среды. Нетрудно показать, что в данном случае возникает квадру- 
польпое излучение, пропорциональное (ка) &. В случае жесткой границы 
сопротивление излучения имеет дипольный характер, но не удваивается, 
а увеличивается в 5/з раза и пропорционально (ка)*.

Различие суммарного импеданца при колебаниях сферы параллельно и 
перпендикулярно перегородке вытекает из особенностей геометрической 
конфигурации ближнего рассеяппого поля в этих двух случаях.

Представляет интерес рассчитать силу звука в дальпей зоне в случае 
колебаний в воде при колебаниях большой сферы по нормали к поверхно­
сти. Примем /= 5  Гц; амплитуда колебаний а0=0,1  см; радиус сферы а =

ттг SpckV  ,
=  10 м =10 3 см. Суммарная мощность излучения W= 2 — — v0 получа-

1 Z
ется равной W =6 -10й эрг/с«60 кВт. При коэффициенте осевой концентра­
ции, равном 3, получим па глубине 1 0 0  м звуковое давление « 2 0 0 0  бар и 
на глубине 1000 м — 200 бар. Под углами (90° — ft) к горизонту звуковое 
давление на тех же расстояниях получим умножением на cos (90° — ft).

Автор выражает признательность В. В. Кравцову за ценные консульта­
ции по методам математических вычислений.
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Приложение
cos ф »

Xmy i-x2/cOS2 т|>
Интеграл типа Кт  =  I ----------- -------- путем интегрирования по частям при-

0
1+С’х

водится к виду

Кт  =
- 1

С

соа $

J  1п(1+Сх) ^
Xm+ 1

+ Хт ~{ V 1  -
cos2 Tpyi —x2/cos2 ф У COS' 7 ]dx.

и
Используя разложение In (1 +Сх) в бесконечный ряд

оо

у 1 с т + 1

7П+1

д.ТП+1
----- приведем
т + 1

все члены Кт  к табличным интегралам. Значения Кт  сведены в таблицу, где для 
сокращения положено cos i|>=c:

к .  -
п с с2 6’2

С  1 тгрЗ
26'3

/.4 _1
4

О 1 “Г ПО
3 16

О
15

Т

С4_1_ ____ /гг у>5 - -
86’5

32
по —

105

к .
1___ с 2

С  2 С 2 С3
с4 _____ тг /*5 1

8С4 
- г6Л 1 —

3 16 15 32
н о  т

105

-
я___сз 26т ( С 2

_ _ _ _  л i  t /»
8С3

5 _ -б .Л 2 —
16

-------о т  по
15 32 105

о “Г • • • У

к  _ 2
,, 4

С  8 С 2
Лз — ---- G

15
-------тсс -г------

32 . 105
с * • . у

1 8 С
Ки =  —  Jtc°------ cG + . . . ,

32 105

8
Къ = ---

105
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