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ВЛИЯНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ МАСШТАБОВ КОРРЕЛЯЦИИ
СЛУЧАЙНЫХ ПУЛЬСАЦИЙ ДАВЛЕНИЯ НА АКУСТИЧЕСКОЕ

ИЗЛУЧЕНИЕ ПЛАСТИНЫ

Б. М . Е ф и м ц о в

Исследуется акустическое излучение пластины, возбуждаемой слу­
чайным по пространству и времени полем пульсаций давления. Рас­
сматриваются случаи нагружения пластины системой падающих на пее 
звуковых волн со случайпой амплитудой, неподвижным и конвектирую- 
щим нолями давления с различными пространственными масштабами 
корреляции. Оценивается влияние конвективных свойств поля пагруз- 
ки и пространственных масштабов корреляции на акустическое излу­
чение пластип. Обсуждаются эффекты усиления излучения звука 
пластиной, которые проявляются при определенных соотношениях 
между пространственными масштабами корреляции поля нагрузки и 
длипой звуковой полны в окружающей пластину среде.

Акустическое излучение упругих систем, подверженных воздействию 
случайных по пространству и времени полей пульсаций давления, пред­
ставляет интерес для решения ряда практических задач акустики в 
промышленности и на транспорте. Изучение этого явления, в частности, 
необходимо для определения и снижения шума тонкостенных воздухово­
дов, шума в кабине самолета от аэродинамических источников и др. Теоре­
тическим исследованиям акустического излучения пластин и оболочек при 
воздействии случайных пульсаций давления посвящены оригинальные оте­
чественные [1—6] и зарубежные [7—9] работы. Однако до настоящего 
времени остается неосвещенным вопрос о влиянии пространственных мас­
штабов корреляции поля нагрузки па акустическое излучение упругих си­
стем. Актуальность постановки этого вопроса уже следует из того, что ре­
альные поля случайных пульсаций давления звукового диапазона частот, как 
правило, характеризуются широконолосностыо не только частотных, по и 
волновых спектров. Распределение же энергии по волновым числам непо­
средственно связано с пространственными масштабами корреляции поля.

Представляется целесообразным в первую очередь изучить влияние 
пространственных масштабов корреляции случайного по пространству и 
времени поля нагрузки па акустическое излучение простейшей упругой си­
стемы — неограниченной однородной тонкой пластины. При этом удается 
получить достаточно простые и наглядные соотношения, которые позволя­
ют выявить наиболее важные эффекты, связанные с влиянием пространст­
венных масштабов корреляции случайных пульсаций давления на акусти­
ческое излучение континуальной упругоинерциоиной системы.

Рассмотрим неограниченную однородную тонкую пластину из вязкоуп­
ругого материала, разделяющую два полупространства и Й2. Среды в 
Й, и й 2 характеризуются одинаковой скоростью распространения звуковых 
волн (с0), но разной плотностью (pt и р2 соответственно). Отнесем средин­
ную поверхность пластины к ортогональной системе координат x = {^ i, я2}, 
дополнив ее координатой, отсчитываемой по нормали в сторону Й2. Пусть 
со стороны полупространства Й, на пластину действует случайное по про­
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странству и времени статистически стационарное во времени и однородное 
по пространственным координатам случайное поле пульсаций давления, 
описываемое центрированной функцией q(xJ t) . Будем пренебрегать об­
ратным влиянием колебаний пластины на ноле нагрузки, т. е. примем его 
таким же, как и на абсолютно жесткой плоской поверхности. Движение 
среды в ь>2] и Q2 будем считать безвихревым с малой амплитудой колебаний.

В соответствии с принятыми допущениями колебания пластины и свя­
занное с ними акустическое излучение будут описываться уравнениями

Lw (х, t) = q (x , t) — [pz(х, х 3, t) - р, (х, xh t) ] | *=„,

(1) £ = 0 „ А Л + р й ~ ^ - ,

* / А 1 92ф(х,
----- at

Здесь w  — случайное пространственно-временное иоле нормальных переме- 
щений пластины; D0 — линейный вязкоупругий оператор, соответствующий 
цилиндрической жесткости; h — толщина, р — плотность материала пласти­
ны; А —оператор Лапласа на плоскости переменных х и х 2; рi и р2 — слу­
чайные пространственно-временные ноля давления, генерируемые колеб­
лющейся пластиной соответственно в полупространствах и ср — по­
тенциал скорости, Aj — трехмерный оператор Лапласа. Уравнения (1) 
дополняются условиями

дф(х, x b, t )  

д х * о г з = 0

dw(x, t) 
dt

<9ф(х, х 3, 
dt

а также условиями ограниченности ср(х, .r3, t) при хг~
Задача состоит в определении поля давления в полупространстве Q2 при 

известных (в рамках корреляционной теории) вероятностных характери­
стиках случайного по пространству и времени поля пульсаций давления 
Q (х, *)•

Для решения задачи будем использовать метод оротогональных стати­
стических разложений. Функцию g(x, t) с вероятностью, равной единице, 
можно представить в виде интегрального канонического разложения

OG ОО

( 3 )  q ( x , l ) =  J  J p ( k , « > ) e ' ' ( k ” + i “ ' d k d © ,

—  <х> —  со

к = { & , ,  / с 2 } ,  d k = d k l d k 2 ,

где @(к, со) — случайная функция, удовлетворяющая условию статистиче­
ской ортогональпости. Решение уравнений (1) естественно искать в виде

СС 00
(4) w (x,t) =  J j  <?(k,ffl)^(k,(D )ei(kI)+i“, dkd(0 )

— СО —ОО

t) 7 =  1,2,

сс СС
<р(х,х„ 0= J J <?(к, ю)х(к,а:,,(й)е‘(кх)+;“,йкйа).

— СС —оэ

Примем допущение, что на множестве решений, содержащих временной 
множитель ехр(ш ^), вязкоупругий оператор D0 обладает свойством

О 0е ш = О [ 1 + щ ( < * ) ] е ш ,
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где D — цилиндрическая жесткость пластины, ц — коэффициент потерь. 
Тогда из (1), (2) с учетом (3) и (4) легко найти связь между Qy W и х и 
определить вероятностные характеристики давления, генерируемого колеб­
лющейся пластиной. Опуская промежуточные выкладки, выпишем только 
окончательное выражение для спектральной плотности давления в полу­
пространстве

оо ©>

(5) Фр(ж3, ta)=(D2p,2 J J Фч(к, со) |%(к, х3, ш) !2 йк.
—  со —  со

Здесь Фд(к, со) — частотно-волновой спектр воздействующих па пластину 
пульсаций давления, связанный со спектром пространственных корреляций 
(взаимным спектром) Фд(£, со) следующим образом:

(6)
1

оо

Ф ,(М >) =  - — J  J
— оо —но

?= {3

_(2я''2

Из условий ограниченности решения на бесконечности для \%\2 получают­
ся дв«а различных выражения. При к^.к0

/*.2 г / Ь2 \ 2
(7) Ы 2= с°2 f ,

( Ь(р/ша)2 1
г А:2 /1 к \  1/2 С 0

+  [ ц х 4 \ к02) +  ~

к

2-v -1

pfeco J 1 
к = к 2+ к 2\  &0=со/с*а, x=(pfecoZ/D )4\  

а при к > к 02

(8) lxl2=Co2(p^co2) X
к2 Л /  к \'Ь c0(Pl+ p 2)

р/гсо ]
X N «-0

В нервом случае, когда |y j2, а соответственно и Ф?> не зависят от #3, мы 
имеем дело с распространяющимися в области Q2 звуковыми волнами, ге­
нерируемыми пластиной. Во втором случае возмущения давления связаны 
с ближпим гидродинамическим полем колеблющейся пластины. В дальней­
шем выражения (5), (7) и (8) будем использовать для исследования аку­
стического излучения пластины при различных видах случайного нагру­
жения.

Вначале рассмотрим типичные случаи акустического нагружения плас­
тины. Пусть на пластину действует система плоских звуковых волн со слу­
чайной амплитудой. Волновой вектор составляет угол Ф с нормалью к плос­
кости пластины, а его проекция на эту плоскость составляет угол у с 
осью Х\. Спектральная плотность воздействующих на пластину пульсаций 
давления Ф„(о>) из-за удвоения давления будет в 4 раза больше спектраль­
ной плотности давлепия в системе падающих звуковых волн Ф0(о>). Спектр 
пространственных корреляций для такой нагрузки достаточно просто по­
лучить из чисто геометрических соображений:

(9) Ф ,( |„  | 2, го) = 4 Ф 0( с о ) sln * 008 7+52sln* 8,n т.

Преобразование (6) выражения (9) дает частотно-волновой спектр в виде

(10) Ф ,(*1, кг, (o)=4®o(co)6(^1 +  ̂ 6sini<>COS'Y)6(/C2+^oSini3'Sin'y).
5 6 2



В этом случае из (5) и (7) непосредственно следует выражение для спек­
тральной плотности давления в акустическом иоле, генерируемом пласти­
ной:

( i d Ф* (со)= Фо (о>) т2 {cos2 # [  1— (<o/(flc)2 sin4 ■ б'РгН
Чг+  [ Ti' + (ю/сос) 2т] sin4 ft cos •& ]г}~ 1 
Co2(Pl+p2) 2Т ,=

(рйю) 2 T*=Tilpl_ Р1>

о)с=Со2(р h/D )1'*.

Получаемое из (11) соотношение для величины 1 0 ^ [Ф 0(о))/Фр((о) ], по 
существу определяющей звукоизолирующую способность пластины Я, при 
Pi=3P2=po совпадает с формулой Кремера [10], а при # = 0  и p i=p2=po — 
с «законом массы».

Для описания диффузного звукового поля, действующего на пластину, 
можно воспользоваться мультипликативным представлением спектра про­
странственных корреляций

(12) Ф Л 1 .,|г,<о)=4Ф„(о))
sin sinfco£2

которому соответствует

(13) Ф, ( * „ * * ,« * )  =  ■{
&о""Фо(со) при {к^Л-кг)Ъ<.ко, 
0 при (ki2+ k zz) ,,t> k Q.

Подставляя (13) в (5), с учетом (7) после замены переменных /ч=&,/! cos -у, 
к2= к ,,г sin у получим

(14) ФР(со) = С02р2аФо(^)
2к }

2 я Ло»
lx(A, ®) 12 dh.

' о ч
Из (14) при г)<1 и /с02/у,2<  1 (на частотах, много меньших критической) 
следует

(15) ФР(со)
4 \ т,

Получаемое из (15) выражение для Я при P i=p 2=Po отличается от при­
веденного в работе [10] только величиной —10 ]g(n/A) из-за мультиплика­
тивности представления (12).

Рассмотренные выше примеры наглядно иллюстрируют возможности 
эффективного использования вероятностного подхода для решения задач 
звукоизоляции и акустического излучения тонкостенных конструкций при 
нагружении произвольной системой звуковых волн. При таком виде нагру­
жения распределение по волновым числам интенсивности пульсаций дав­
ления, действующих на пластину, ограничивается областью (ki2-\-k22) ,,,<  

Именно поэтому у пластины не обнаруживается ближнее гидродина­
мическое поле давления.

Рассмотрим теперь более сложную нагрузку на пластину — копвекти- 
рующее поле пульсаций давления с ограниченными пространственными 
масштабами корреляции:

1Ы 1Ы
фч (|i. оо) = Ф 9(о)) ехр ( -  -д^---- ,

А ,= а / {7 ф .

(16)



Здесь Uф — фазовая (конвективная) скорость; и Л2 — пространственные 
масштабы корреляции по соответствующим осям координат, определяемые 
соотношениями

л , =  f  — i l l
J  ф

1Ф ,(Ь .0.и)1
(ю)

dh

(17)
00

л 5
- S

Фд(0. и , О))
ф , ы

d l 2.

Представления вида (16) используются для описания поля пристеночных 
пульсации турбулентного пограничного слоя, ближнего акустического поля 
струи и др. В общем случае Л, и Л2 могут быть функциями частоты и ха­
рактерных параметров источников пульсаций давления. В дальнейшем 
будем условно называть Л, продольным, а Л2 поперечным масштабами 
корреляции.

При и Л2—>-0° функция (16) описывает полностью коррелирован­
ное по пластине копвектируюхцес в направлении я, иоле пульсаций давле­
ния, для которого

(18) ФД&,, * 2, (о) =Фд(со)6(&,+/*:<*)6(А2).

Для такой нагрузки, когда фазовая скорость равна пли больше скорости 
звука в среде (kq̂ k 0),

Когда же меньше (A*q>/%*0) , то

(20) ФР(со,* 3) T;<Mh>) e - x V ' - i v v x
Л

Таким образом, в первом случае неограниченная пластина излучает 
звуковую энергию в среду. При этом обнаруживается более интенсивное 
излучение, связанное с известными явлениями, которые обычно называют 
эффектами волнового (кд= к 0) и гидродинамического (кя=у,) совпадения. 
Во втором случае неограниченная пластина не излучает звук, а возмуще­
ния давления (20) связаны с ее ближним гидродинамическим полем.

Принципиально другая картина наблюдается, когда воздействующее на 
пластину поле пульсаций давления имеет ограниченные Л, и Л2. Чтобы 
изучить влияние Л, и Л, на Фр, имеет смысл вначале ограничиться част­
ным случаем выражения (16) при £/«*,-><*>, т. е. рассмотреть случай пагру- 
жения пластины нолем, не обладающим конвективпыми свойствами. Та­
кому нолю будет соответствовать частотно-волповой спектр

(21) Ф„(А:,, &2, <о) =
Л,ЛгФ,,(о))

лг[ 1 + ( М .,) г][1 +  (^ Л 2) г]
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Подстановка (21) в выражение (5) и замена переменных k i = k l,t cos "f, 
к2= к ъ sin "f приводят его к виду

(22) ФР ( * „  со) =  Г /  (к) |Х (А, х 3, со) I;2 d k ,
2Л "О

2 Я

/(/с) =  j  (l+fcA j2 cos2 'y) -I (H-A;A22 sin.2 ^ ) d-f.
0

Интеграл I (к) вычисляется по формуле вычетов после введения комплекс­
ной переменной z, связанной с ^ соотношением z=exp (fy). В результате

(23) П к) =
2 л

[
1 (Л2/Л,)

]1+(Л 1/Л1)»+А .вА; L [ 1 + V A P  П + Л .2*]^
Поскольку 1x12 принимает различные значения в двух областях к, то вы­
ражение (22) можно записать как

(24) фр(я3, со) =Фр(со) + Ф г(со, Х з )  =  

СОг р 2 2 Ф д ( с о ) Л , Л 2

2 з г :
[ / , ( с о ) + / 2 ( с о , а ; 3 ) ] ,

где

(25) / j ( ® ) = |  I(к)\% (к, а ) \ гdk,

00

h { 0),Яз)= J /(Л)1х(А̂з, co)l2d/c.
»о*

Первый член выражения (24) определяет возмущения давления, связан­
ные с распространяющимися в среде Q2 звуковыми волнами, а второй — 
с ближним гидродинамическим полем колеблющейся пластины.

На частотах, много меньших критической, и при т|&о4/л 4<Ст;/?/2, что 
практически всегда выполняется для со<о)с,

ТгЫ^+ТГО/Со-ЛД.ФДо))
оз) ~ -------------------------------- - X. 4л[ 1+ (Л2/ЛI) H-Ao^V ]

1  (Лз/ЛО2 1

Ц + Л В Д *  ( 1 + Л * % * ) ' А Г

Если Л ,»Л 2, то 

(27) Фр(© )«
т21 п (1 + тг1) Фд(о))ко2Л,Л2 
4л(1+/со2Ло2)(Н-/ь-02Л 12) 1/'

П р и  A i = A 2 = A

(28) ФрЫ
т21 п (1 + т г 4) Фд (0))кр2Л2 
2я(2+А 02Л2)(1+&огЛ2) ,/а

Из выражений (27) и (28) следует, что ФР(со) характеризуется явно вы­
раженным максимумом при А0Л2= 1 , когда A2<A i, и кЛ=У2 при Л4=  
= Л 2=Л .

Таким образом, при вполне определенных соотношениях между прост­
ранственными масштабами корреляции пульсаций давления, действую­
щих па пластину, и длиной звуковой волны в среде, окружающей ее, на­
блюдается эффект усиления акустического излучения. Это явление, кото­
рое, насколько можно судить по публикациям, до сих пор не обсуждалось,
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связано с эффектом соизмеримости пространственных масштабов корреля­
ции ноля нагрузки с длиной звуковой полуволны в среде, в которую плас­
тина излучает звуковую энергию.

Подобное явление наблюдается и при колебаниях пластины, когда про­
странственные масштабы корреляции поля пульсаций давления соизмери­
мы с длиной свободной изгибной полуволны в пластине. Обнаружено оно 
было при изучении случайных колебаний неограниченной пластины 
[И , 12]. Однако, как было выяснено позже, это явление наблюдается и при 
колебаниях более сложных упругих систем, в частности многопролетной 
пластины 113]. Можно надеяться, что описанный здесь эффект усиления 
акустического излучения будет проявляться не только при рассмотрении 
неограниченной тонкой пластины, но и реальных упругоинерционных кон­
тинуальных систем.

Из выражения (26) непосредственно следуют наглядные соотношения 
для оценки влияния At и Л2 на Фр(со):

(29) Ф р(со)
г2Ы {1 + т ;г1)Фд((о)

Лтг X

k02AiA2
Л ) + Л 2

/с о Л4Л2

при &0Лтах<1, 

П р и  & 0Л т 1 п > 1 .

Здесь Атах — большее из А, и Л2, Лт т  — меньшее из Л, и Л2. Можпо сделать 
вывод, что акустическое излучение пластины усиливается по мере увели­
чения пространственных масштабов корреляции поля нагрузки, когда они 
много меньше длины звуковой полуволны в среде, и ослабляется, когда 
много больше.

Для описания однородного случайного поля нагрузки с малыми про­
странственными масштабами корреляции часто пользуются представле­
нием взаимного спектра в виде

(30) Ф Л и  6 * со)=А Ф ,(о))б(ё1)б (Ы ,

где А — площадь корреляции спектральных составляющих, определяющая 
область на плоскости, в пределах которой нагрузку можно считать корре­
лированной. Б этом случае Фq(ku /с2, а>) =  (2я )_2/1Ф5(оз),

Ф р (ю ) =
т 2 In ( 1 + Т Г 1)  Фд (со) ко'А 

16я

Если учесть, что Л =4Л ,Л 2, то (31) совпадает с первым выражением (29). 
Следовательно, представление взаимных спектров случайного поля пуль­
саций давления в виде 6-фупкций можно использовать при определении 
акустического излучепия пластины, если пространственные масштабы 
корреляции нагрузки много меньше длины звуковой полуволны в среде, 
окружающей пластину.

Наконец, в общем случае (16), когда

(32) ф4(/с„ кг, (■>) =
A(A2®?(o))

яг[ 1+  (/с.А .+^А .)2] [1 +  2]

выражение для Ф„(:Гз, со) будет соответствовать (22) при

2Я

7 ( / с ) = =  j  [ 1 + ( V A A 4 c o s  ' f + /C g A ,) 2] “ 1[ l + . f t A 22 s i n 2 d 4 .

о

566



Последний интеграл вычисляется таким же образом, как и 1(к) в (22). 
Однако в это̂ м случае получается более громоздкое выражепие:

(33) К А ) = - ^ т Т
®4 A i  L

2 я Л 22 Г а 3(а 2—a i ) ' /!(A i/A 2) 2—2АдА ,( а 2+ а 1) ' ,!

2 V
+!

а3+2А,2Л22
(1 + Л 22/с) ] ■

а ,= /с /Л 1"-1 -/сЛ 12, я2= К 2+4Л 12/с/ ) ,\  
а ,= 1 +  (Л2/Л ,)2+АЛЛ а4= 1 а 32+ 4 (Л 22/Л12)&/Л22]1/2.

Заметим, что, когда А9->-0, (33) переходит в (23).
При малых и умеренно больших Л,, Л2 функцию (33) можно считать 

медленно меняющейся по сравнению с | X |2 в подынтегральном выражении
(22). Тогда при rj/c0Sc4< т'1г/2 и со<сос для спектральной плотности давле­
ния, связанного с акустическим .излучением пластины в полупространстве 
Й2, может быть дана приближенная оценка

(34) ФР( ю ) ^ Т21п(1/+ Т ‘ 0 ,(< a )F (a ).
4 я

Здесь F (а ) — функция безразмерных параметров:

(3 5 )

<2!,1a ia lL{ab+2cL)
‘a 4cte 

—2 a a 1 (a *+ a 3) Vz+  *
a 2(a 22a-H ) v? b

a =  (fc«/*o) 2=  7 7 -  =  Ц71С/Ф Ж
a , =  (A5 A ,) - i.

J
Ф

I

a 2= (/cgA2) a 3= c t ( l—a ,2) — 1; а ; = ( а 32+ 4 а 2а ,2) ,/г;
a 5 = o s ( a i 2+ a 22—1) +  1; a 6= (ce52+ 4 « 2a i 2) Vl.

Влияние пространственных масштабов корреляции и конвективных свойств 
поля пульсаций давления на акустическое излучение пластины можно оце­
нить на основе анализа выражения (35), поскольку Л1? Л2 и и ф входят 
только в функцию Р (а ) .

Когда фазовая скорость поля пульсаций давления много больше скоро­
сти звука в среде (Л/ф2> 1 ) ,  то

(36)

/r02AiA2 при /<02Лщах<<1;
II. при /го2Л2ты 11 Атах > А  min >

F  (a) «  / 3 / 3  при /г02Л2 =  1, Лх =  Л2 =  А;

В этом случае функция F (a )  также имеет максимум при /с02Л т т = 1 ,  когда 
Лтах>ЛЮ1п, И  при * 2Л2= 2, когда Л ,= Л 2=Л . Природа его та же, что и в слу­
чае некоывектирующего поля нагрузки с ограниченными масштабами кор­
реляции. По существу при Мф>  1 конвективные свойства поля пульсаций 
давлепия, действующего па пластину, не проявляются в ее акустическом 
излучении. Однако этот вывод не распространяется на ближнее гидроди­
намическое поле давления колеблющейся пластины.
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Когда же фазовая скорость моля нагрузки много меньше скорости зву­
ка в среде (АГФ2< 1 ) ,  то

(37) F(a)«AV~,
A i

т. е. конвективные свойства поля нагрузки оказывают существенное влия­
ние на акустическое излучение пластины. При этом интенсивность акусти­
ческого излучения увеличивается по мере уменьшения продольного (в на­
правлении конвекции) и роста поперечного (в ортогональном направле­
нии) масштабов корреляции.

В окрестности а = 1 ,  т. е. при Л/ф= 1 , функция F (a )  имеет максимум, 
который вырождается по мере уменьшения как продольного, так и попе­
речного масштабов корреляции:

(38) F  (а ) ~  (/с0Л ,) ък0Л2.

Так, например, уже при /с0Л ,=2,5, йоЛ2=0,5  и /соЛ, =  10, /соЛ2=0,25 макси­
мум в функции F ( а) при Мф= 1 практически пе обнаруживается. Более 
того, при &0Лт1п<1, Д/ф~1  функция F  (а) принимает такие же значения, 
как и при Д/ф>1, когда /c0Amlll< l ,  т. е. F (a )  =Л ,Л 2/со2.

Таким образом, конвективные свойства поля нагрузки оказывают влия­
ние па акустическое излучение пластин только в окрестности Мф= 1 и 
Л/ф< 1 . При этом уменьшение пространственных масштабов корреляции 
сокращает область влияния конвективных свойств поля нагрузки. Эффект 
пространственных масштабов корреляции распространяется на всю об­
ласть возможных значений Л/ф. Именно поэтому при определении акусти­
ческого излучения упругоинерционпых континуальных систем особенно 
важна достоверная информация о пространственных масштабах корреля­
ции реальных нолей пульсаций давления.
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