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На основе решения задачи об излучении звука некомпенсирован­
ными дуговыми решетками бесконечных цилиндрических эллиптических 
излучателей со смешанными граничными условиями на их поверхности 
произведен численный анализ направленности при различных геомет­
рических характеристиках решеток и излучателей. Получено аналитиче­
ское выражение для среднеквадратичной ошибки приближенного реше­
ния и приведена количественная оценка ее.

Задача излучения звука произвольной системой бесконечных цилинд­
рических эллиптических излучателей со смешанными граничными усло­
виями на их поверхности рассматривалась в работе [1]. Решение задачи, 
учитывающее волновое взаимодействие излучателей через внешнее поле, 
получено разделением переменных для волновых функций эллиптического 
цилиндра [2] с применением теорем сложепия, соответствующих этим 
волновым функциям [3].

Практическое значение имеет задача исследования параметров звуко­
вого ноля системы бесконечных цилиндрических эллиптических излучате­
лей, экранированных акустически мягким экраном, расположенных в про­
странстве по замкнутой или незамкнутой дуге окружности. Если толщину 
экранов излучателей можно принять бесконечно малой, то для решения 
такой задачи удобно воспользоваться методом разделения переменных в 
собственных функциях эллиптического цилиндра для системы излучате­
лей, приведенным в работе [1].

Рассмотрим систему М бесконечно длинных цилиндрических эллипти­
ческих излучателей, расположенных в неограниченной однородной изо­
тропной среде по окружности радиуса /?, образующих замкнутую или не­
замкнутую решетку, таким образом, что их продольные оси параллельны. 
Эллипсы нормальных сечении цилиндрических излучателей могут иметь 
произвольные волновые размеры, конфигурацию и ориентацию в плоско­
сти окружности, по они нс должны касаться друг друга. Будем предпола­
гать, что на части боковой поверхности, ограниченной двумя образую­
щими, поддерживается распределение колебательной скорости, а на 
остальной части их боковой поверхности задан потенциал скорости.

Системы координат и обозначения, используемые при решении задачи, 
показаны на фиг. 1. Здесь введены прямоугольная система координат 
OXYZ и связанные с ней системы координат эллиптического цилиндра О, 
ц, z и кругового цилиндра г, <р, z, расположенные так, что их оси OZ прохо­
дят через центр окружности решетки, параллельно продольным осям излу­
чателей, а малый диаметр эллипса нормального сечения эллиптического 
цилиндра системы координат совмещен с осью OY, которая проходит через 
центр дуги решетки. В  пределе, когда координаты эллиптического
цилиндра сводятся к координатам кругового цилиндра, определяемых соот­
ношениями r= h  ch р, и ф =0. С каждым излучателем связаны локальные

788



Oif)

Фиг. 1. Нормальное сечение дуговой решетки бесконеч­
ных эллиптических цилиндрических излучателей

прямоугольные системы координат oq, xq, yq, zq и эллиптические системы
координат 0Ч, zqi q = 1, Л/, расположенные так, что их оси oqzq совмеще­
ны с продольными осями цилиндров, а оси oqxq и oqyq лежат в плоскости 
иормального сечения и совмещены соответственно с большими и малыми 
диаметрами эллипсов. Геометрические параметры дуговой решетки опре­
деляются полярными координатами /?, <рд центров oq локальных систем 
координат излучателей, имеющих конфигурацию боковой поверхности, со­
ответствующую значению jV , и максимальные волновые размеры в плост 
кости нормального сечения kd=2kq ch [i0q {hq= k a q/2 —волновые парамет­
ры, aq~  расстояния между фокусами эллипсов, к — волновое число), а так­
же углами между осями oqyq и лучами Оод.

В математической постановке задача заключается в отыскании реше- 
ния двумерного волнового уравнения Гельмгольца относительно ампли­
туды потенциала скорости суммарного ноля Ф(&, 0, ц), удовлетворяю­
щего на поверхности каждого цилиндра дуговой решетки граничным 
условиям

и условию излучения на бесконечности. Здесь п — внешняя нормаль к по­
верхности цилиндра, и9(0, ц) и у*(0, ц) — соответственно амплитуда по­
тенциала скорости и амплитуда нормальной составляющей колебательной 
скорости на поверхности излучателя с номером q.

Приближенное решение задачи будем искать интегральным методом 
наименьших квадратов [4], в котором в качестве наилучшего приближе­
ния решения возьмем ряд

минимизирующий при фиксированном N следующие функционалы:

о )

(2) Ф .(М ,ц ) =

(3) F  {Ф ^ } = к [  —  IФ -  uq d l +  \  — (ch2 Цо -0̂
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Такие функционалы определяют среднеквадратичное отклонение на по­
верхностях цилиндров приближенного решения (2) от точного.

В  выражении (2) Ams и В т* — неизвестные комплексные коэффициен­
ты, Hem= J e m+iN emi Hom= Jo m+iN om, Je m ы Jom — соответственно четные и 
нечетные радиальные функции Матье, аналогичные функциям Бесселя, 
Nem и Nom — соответственно четные и нечетные радиальные функции 
Матье, аналогичные функциям Неймана, Sem и Som — соответственно чет­
ные и нечетные угловые функции Матье [2J. Времепной множитель 
exp (—i(x)t) опущен. Весовые множители введены в подынтегральные вы­
ражения (3) в связи с тем, что коэффициенты Ламе eQ и соответственно 
координат 0 и р, отличны от единицы.

Находя стационарные точки функционалов (3) и положив для конкрет­
ности и‘; (0, р )= 0 , {7 = 1 , М\ что соответствует акустически мягкой поверх­
ности, придем к системе липеЙЕых алгебраических уравнений для опреде­
ления комплексных коэффициентов Ат8 и В т\  приведенной в работе [1].

Здесь будем рассматривать один из частных случаев задачи [1] — ду­
говую решетку идентичных по волновым параметрам hq= h  и конфигура­
ции боковой поверхности, соответствующей значению pV/ = Po, эллиптиче­
ских излучателей, центры которых эквидистантно расположены по дуге 
окружности радиуса # , а области lvq и luq определены соответственно нера­

венствами О < 0 < я  и я < 0 < 2 я . В этом случае в функциях F n )q, Fn°)q,

"б'пт, СП771, приведенных в работе [5], пределы интегрирования по углу0 
будут равны [0, я] и (я, 2я). Кроме того, в выражениях

Для определения среднеквадратичной ошибки граничных условий (1) 
воспользуемся системой функционалов (3), которую с учетом выражения 
для системы алгебраических уравнений [1] преобразуем к следующему

параметры р, а яч и klsq будут определяться соотношениями:

( 2я— | —cps | /2 + ^ а, при s < q ,

виду:

л

(4) F { ® 4  =  J  k ’ (0 ,n )l2(cli2Ho',- c o s 2e)d e+
о

М  N
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Здесь Vm =H emSem, 4 ^  =H omSom, L)',’ = J e PSeP/MeP, L ^ = Jo ^ S o ,/  
/Mop, Mep и Mop — нормы соответственно четных и нечетных угловых 
функций Матье [2]. ' '

Тогда относительную среднеквадратичную ошибку приближенного ре­
шения па поверхности каждого цилиндра получим аналогично работе [4], 
разделив выражение (4) на его первое слагаемое:

(о) <*) (о).

М  N

£ £  { л Л Г  )

( 5 ) б, =  1 +
«“ 1т =О

J  |y*(0, р) I2(ch2 p„?—cos20)d0

, 9 = 1 ,  М .

Как показало в работе [4], определенная в таком виде ошибка б, при 
N-*-oо будет стремиться к нулю.

Амплитудную диаграмму направленности дуговой решетки определим 
как угловую зависимость нормированного значения акустического поля 
в волновой зоне решетки

(6) D (ф) =  | Ф (ср) | /шах | Ф (гр) | .

Здесь Ф(ф) — потенциал суммарного ноля в произвольной точке г, ф вол­
новой зоны решетки (фиг. 1), полученный применением к выражению (2)
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асимптотических представлений радиальных функций Матье при
[2]:

ЛГ .V

ф (ф )=  J V ' -  £  е - '," [ ^ т^ е т (Л,01) + В п.“5от (Л, 0.) ],
т  =-■ О

где а.,=/с R cos(сря—<р), $т = ( т + ' / 2)л /2, 0 *=ф я+ ч а+ф.
Численный анализ проведем для незамкнутой некомпенсированной 

дуговой эквидистантной решетки идентичных эллиптических излучателей, 
большие оси эллипсов нормальных сечений которых направлены вдоль 
касательных к окружности решетки, образованной центрами оя, а малые 
оси паправлеиы вдоль радиусов Ooq (^q= 0 ) .  На поверхности каждого 
излучателя, внешней по отношению к центру окружности решетки, под­
держивается распределение колебательной скорости уч(0, jx)=const, 
(К 0 < л .

Расчет амплитудных диаграмм направленности в плоскости дуги ре­
шетки и относительной среднеквадратичной ошибки выполнен по форму­
лам (6) и (5) соответственно при различных соотношениях параметров 
решетки и излучателей: изменении углового и волнового расстояний меж­
ду излучателями ф0 и Ы, ср0=срр—Фр- i, р = 2 , М, A:Z=2/ci? sin(cp0/2 ), волно­
вых размеров излучателей kd и волнового радиуса дуги решетки kR, а так­
же волнового параметра h для различного числа излучателей М, имею­
щих конфигурацию боковой поверхности, соответствующую значению 
р0= 0 . Ввиду симметрии диаграмм направленности относительно центра 
дуги решетки (ф =90°) на фиг. 2—4 приведены зависимости D (a) при 
изменении угла а  в пределах значений от 0 до 180°; связь между а  и ф 
выражается соотношением а = ф —90°. С изменением ц0 изменяется соотно­
шение длин малой и большой осей эллипсов нормальных сечений излуча­
телей. При Цо=0 эллиптические излучатели вырождаются в ленты шири­
ной 2Л, а при р0= 2 ,65 они становятся круговыми цилиндрами с волновым 
радиусом /сг0~7,09Л. Для анализа влияния изменения конфигурации по­
верхности излучателей дуговой решетки на ее направленность при расчете 
были взяты значения p,0= 0 ; 0,255; 0,388; 0,540; 0,881 и 2,65, соответствую­
щие отношениям длин осей эллипса Ъ=0; 0,25; 0,37; 0,5; 0,707 и 0,99 [5].

Анализ приведенных на фиг. 2—4 диаграмм направленности показы­
вает, что незамкнутые некомпенсированные дуговые решетки эллиптиче­
ских излучателей, экранированных акустически мягким материалом (при 
угле охвата, равном 180е), обладают однонаправленностью. С увеличением 
числа излучателей в решетке при неизменных волновом радиусе решетки, 
волновом размере излучателей и угловом расстоянии между ними сущест­
венно изменяется форма главного максимума диаграммы направленности 
и первые дополнительные максимумы, а тыльные дополнительные макси­
мумы изменяются незначительно. При достижении первыми дополнитель­
ными максимумами уровня главного максимума на нем образуются прова­
лы, глубина которых достигает уровня 0,5 (кривые 1—6, фиг. 2, а ). С дру­
гой стороны, увеличение углового расстояния между излучателями при 
постоянных волновом радиусе и волновом размере излучателей увеличи­
вает уровень всех дополнительных максимумов, включая и тыльные мак­
симумы (кривые 1—5, фиг. 2 ,6).

При фиксированном угловом расстоянии между излучателями в ре­
шетке, постоянных ее волновом радиусе и количестве излучателей с умень­
шением волповых размеров последних увеличивается уровень тыльных 
дополнительных максимумов диаграммы направленности. Это вызвано 
повышением звукопрозрачности решетки вследствие увеличения волновых 
размеров зазоров между излучателями в решетке. Из кривых 1—5 фиг. 3, а
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Фиг. 2. Диаграммы направленности некомпенсированной дуговой решетки в плоско­
сти нормального сечения при ЛД= 13,285; h = 1,42; Ы = 2,84; (.i0= 0 : а — для cp0=13,33°; 
Ы=2,86; М = 3 —& (соответственно кривые 7—6'); 6 -  для Л/=5 и ф0—12,34°; 13,87°;

14.95°; 16,56° 17,65° (соответственно кривые 1—5)
• •  л »  *! г* Д М ; ; »  \

Фиг. 3. Диаграммы направленности некомпенсированной дуговой решетки д  плоско: 
сти нормального сечения при М = 5; р-о=0: а — для k R =  13,285; Чр0=16,2Ь ; й^=3,л7: 
/c(i=3,76; 3,14; 2,52; 4,88; 0,94 (соответственно кривые 7—5); 6 — дЛ'я А/М7;,85ь,,

34,14; 628,3 (соответственно кривые 1-4) mi;;, а-\м-•«

видно, что при уменьшении отношения kd/kl в 4 раза: уровень, тыдьвдх 
дополнительных максимумов возрастает в 12 раз. ч .ммл..

С увеличением радиуса решетки при фиксированных волновом .разме­
ре излучателей и волновом расстоянии между ними диаграмма направлен­
ности некомпенсированиой дуговой решетки обостряется, стремясь к диа­
грамме линейной эквидистантной решетки (кривые 1—4, фиг. 3,,б).

Увеличение волнового параметра h пропорционально изменяет., цак 
волновые размеры излучателей, так и волновое расстояние между ними, 
сохраняя неизменным угловое расстояние. При этом сначала обостряется 
главный максимум диаграммы направленности и снижается уровень тыль­
ных дополнительных максимумов, а затем начинают расти уровни осталь­
ных дополнительных максимумов. При достижении первым дополйитёдь- 
пым максимумом уровня главного максимума последний расширяется и 
на нем образуются провалы (кривые 1—6, фиг. 4, а ).  Увеличение коли­
чества излучателей в решетке дополнительно расширяет главный макси­
мум диаграммы направленности, причем провалы образуются при меньших 
значениях параметра h (кривые 1—6, фиг. 4, б). ; .

С изменением р0 при неизменных остальных параметрах решетки и 
излучателей, как показал расчет, форма диаграммы направленности прак­
тически не изменяется. ' .. ..

Относительная среднеквадратичная ошибка приближенного решения 
при расчетах лежала в пределах значений от 10"3 до 1,8-10”2, что обеспе­
чивалось выбором порядка приближения N от 3 до 14 для различных зна­
чений параметра h.
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Фиг. 4. Диаграммы направленности некомпенсированной дуговой решетки в плоско­
сти нормального сечения при <р<,=13,33°; р.0= 0 : а -  для ЛГ=5, h—0,1; 0,2; 0,4; 1,4; 2,5; 
3,5 (соответственно кривые 1—6); б — для Л/=9; Л =0Э1; 0,2; 0,6; 0,8; 1,2; 1,8 (соответ­

ственно кривые 1—6)

Таким образом, произведенный численный анализ показывает, что 
направленность некомпенсированной дуговой решетке бесконечных ци­
линдрических эллиптических излучателей в плоскости нормального сече- 
пия при равномерном распределении колебательной скорости по их актив­
ной поверхности не зависит от конфигурации боковой поверхности. При 
этом форма главного максимума диаграммы направленности и уровень 
первых дополнительных максимумов определяются волновым радиусом и 
угловыми размерами дуги [0], а уровень тыльных дополнительных макси­
мумов зависит как от угловых размеров дуги решетки, так и от величины за  ̂
зора между излучателями, с увеличением которых он растет.

Автор благодарит И. JI. Обозненко за обсуждение полученных резуль­
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