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Р а с с м о т р е н о  и зл у ч е н и е  з в у к а  и о д  д е й с т в и е м  с т а т и с т и ч е с к и  р а с п р е ­
д е л е н н ы х  си л  б е с к о н е ч н о й  о д н о р о д н о й  п л а с т и н о й , а  т а к ж е  п л а с т и п о й  
к о н е ч н ы х  р а з м е р о в  с  р е б р а м и  ж е с т к о с т и . П о к а з а н о , ч т о  в к л а д  н е о д н о ­
р о д н ы х  в о л н , в о з н и к а ю щ и х  в б л и з и  п л а с т и н ы , с и л ь н о  у м е н ь ш а е т с я  п р и  
у в е л и ч е н и и  в о л н о в ы х  р а з м е р о в  п р и е м н и к а  з в у к а .  И н т е н с и в н о с т ь  з в у к а ,  
и з л у ч а е м о г о  н е о д н о р о д н о й  п л а с т и н о й , з а в и с и т  о т  м а с с ы  р е б е р  ж е с т к о с т и  
и  к о э ф ф и ц и е н т а  п о т е р ь  м а т е р и а л а  п л а с т и п ы .

Рассмотрим упругие пластины, колеблющиеся под действием стати­
стически распределенных сил. Остановимся па двух характерных моделях, 
показанных на фиг. 1 и 4,— безграничной пластине и ограниченной пла­
стине, подкрепленной ребрами жесткости. На пластину действуют стати­
стически распределенные по поверхности силы. Для упрощения вычисле­
ний будем считать эти силы независимыми. Это означает, что радиус

Ф и г . 1. Р а с п о л о ж е н и е  с и с т е м ы  к о о р д и н а т , а -  б е з г р а н и ч н а я  п л а с т и н а ,
6 -  у ч а с т о к  п л а с т и н ы  в  э к р а н е

корреляции сил гораздо меньше длин волн (изгибных и продольных), 
распространяющихся по пластине. Таким образом,

Здесь /(я , у) — плотность распределения сил, р  — средний квадрат сил, 
о — площадь корреляции. Черта означает осредпение по ансамблю реали­
заций, а звездочка — комплексное сопряжение. Силы представляют собой 
узкополосный случайный процесс со средней частотой о). Таким образом, 
весь анализ проводится для отдельных спектральных составляющих.

а б

(1) /(я, У) V «  у') = /*  об ( х - х ' )  б (у-у').
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Звуковое давление, излучаемое пластиной, определим в виде интеграла

Р  ( * « ,  У U Zi) =  J  dp ( х , у , 0, * i ,  y i , Z i ) .
О

Здесь dp — вклад в общее поле излучения элементарной площадки. Сред­
ний квадрат звукового давления определяется как

(2) р2(хи уи г , ) =  j  j  d p {x ,y ,0 ,x „y l,z l)d p '(x ',y ',Q ,x i,y ltz1).
G G ’

Вычислим вклад элементарной площадки в поле излучения. При этом 
будем полагать, что размер этой площадки гораздо меньше радиуса корре­
ляции возбуждающих сил. Воспользуемся теоремой взаимности в фор­
ме [1] '

где р — поле излучения, Pi — поле излучения вспомогательного источника 
производительностью Q, помещенного в точку, где ищется поле р. Поме­
стим в точку наблюдения M (zi,yi,Zi) источник, создающий в свободном 
пространстве в точке х у у, z сферическую волну:

^  т rt/2 -ioo 2 л

=  _m p г f  <leta-«)+« , I_,)+T(.1- .) isilied0dq>
F AnR 8л2 J •>0 0

<x=k sin 0 cos cp, p=A; sin 0 sin cp, *{=k cos 0.

Для определения поля p{ необходимо каждую из плоских волн, входя­
щих в последнее подынтегральное выражение, умножить на коэффициент 
прохождения звука через пластину В (в). Тогда после подстановки в фор­
мулу (3) найдем давление, излучаемое участком dG:

ч k2f(x yy)dG
(4) dp О, у, 0, х и у и 2 ,) = ----- -------- х

, п / 2 — i c o  2 л

X J  j f i ( 9 ) e ila(:c'-I,+',(!''-1')+,'', sm 0cosed0dcp.
О О

Подставив это выражение в формулу (2), получим восьмикратный 
интеграл, причем семь интегралов могут быть вычислены аналитически 
с учетом (1). После вычислений найдем

р2- Т „ а1

Я/2—ioo
2 1 |В(0)

•Ь--

j
о

cos cos 0 sin 0 dQ.

Для весьма тонкой пластины ( 5 ( 0 ) = £ )  вне зоны неоднородных волн 
(kzx>  1) из последнего выражения следует простое соотношение

Наиболее интересным является анализ поля, создаваемого изгибными 
колебаниями пластины. Мы остановимся на случае тонкой пластины, для 
которой

(7) 3 (0 )
2 Z,

Z+2Za
exp {—ikh cos 0),
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причем
Z0=pc/cos 0, Z = —ш М {1— ( c j c ) k sin'* 0), Л/=р„А, 

ри — плотность материала пластины, h — толщина, с„ — скорость изгибных 
колебаний, си4=2?(1—iT))(o2ft2/12pM, Е  — модуль упругости материала,
г) — коэффициент потерь.

Подынтегральное выражение имеет ряд полюсов [2], из которых для 
пас наиболее существенным является полюс 0О, расположенный так, как 
показано на фиг. 2. Его положение определяется соотношением cos 0o= ii^o, 
где Wo — вещественный корень уравнения [2]

(8) w *+2w '+  [ l - ( j - )  ]  w =

с \ 4 2рс 
/ (оМ

Величина w0 определяет скорость волны изгиба 
Си — для пластины, окруженной средой (си=
=с/У  1+ы>02) • Таблица значений w0 приведена 
в работе [2].

Подынтегральная функция в интеграле (5) 
не является аналитической, так как содержит 
квадрат модуля. Поэтому вклад полюса, нахо­
дящегося на линии я/2— будет бесконечным.
Физический смысл этого результата заключает­
ся в следующем. Разобьем интеграл (5) на 
сумму двух интегралов в пределах (0, я/2) и (я/2, я /2—i°°). Первое сла­
гаемое определяет однородную часть поля, не зависящую от расстояния 
точки наблюдения до пластины. Второе слагаемое определяет неоднород­
ную часть поля, сосредоточенную вблизи пластины. Действительно, на 
участке пути интегрирования Г вблизи полюса 0О в подынтегральном 
выражении (5) можно выделить множитель
(9) ехр[— 2k(zx—h)w0\,
характеризующий экспоненциальное уменьшение интенсивности звука. 
Таким образом, вклад полюса 0„ определяет поле поверхностных волн, 
связанных с изгибными колебаниями пластины. Амплитуда этих волн 
убывает при удалении вдоль пластины от источника, как 1/Уг, а интенсив­
ность—как 1 /г (это можно видеть из выражения (4), в которое после
интегрирования по ср войдет множитель HqX) (Ат sin 0 )) . По условию пред­
полагается, что вся плоскость заполнена некогерентными источниками 
возбуждения. Поэтому при некогерентном сложении звуковых давлений, 
излучаемых отдельными участками пластины, в точке приема будут скла­
дываться интенсивности звука. Так как интеграл по всей плоскости от 
функции Mr расходится, то интенсивность поля вблизи пластины оказы­
вается бесконечной.

Учет потерь сдвигает полюс с контура вправо. Подынтегральная функ­
ция в этом месте будет иметь высокий, но конечный максимум. Этот мак­
симум будет давать вклад в поле лишь вблизи пластины в области неод­
нородных волн на расстоянии, меньшем длины изгиба. При удалении от 
пластины из-за наличия экспоненциального множителя (9) поле неодно­
родной волны резко убывает.

Результаты расчета поля вблизи пластины приведены па фиг. 3 (при­
нято k h = 0,1, рс=1,5-105 г/см2-с, рм=7,8  г/см3, # = 2 -1 0 12 г/см -с2. Значение 
квадрата звукового давления пронормировано к величине квадрата давле- 
ления впе зоны неоднородных волн, определяемой выражением (6). Поле 
вблизи пластины сильно зависит от коэффициента потерь. Однако вне 
зоны неоднородных волп при /cz,>l (или k \ J 2 > 1 ) зависимость от коэф­
фициента потерь в пластине практически отсутствует.

1тл 0

Ф и г . 2 . Р а с п о л о ж е н и е  п о ­
л ю с а  н а  к о м п л е к с н о й  

п л о с к о с т и

4 * 915



Предыдущие результаты относились к величине звукового давления 
в одной точке пространства, т. е. при размерах приемника, помещенного 
в точку М, малых по сравнению с длиной волны. Если же размеры прием­
ника сравнимы с длиной волны, то результаты существенно изменятся.

Предположим, что поле излучения осредняется приемником в виде 
диска площадью S = n R 2, параллельного пластине и показанного па 
фиг. 1, а пунктиром. Близкая к этой задача рассматривалась в работе [3]. 
Для того чтобы не усложнять задачу из-за возникновения стоячих волн 
между пластиной и приемником, а также дифракции на приемнике, будем 
считать диск звукопрозрачным. В этом случае выражение (4) надо про-

Фиг. 3. Распределение интенсивности звука вблизи пластины, а -  поле в 
точке М (фиг. 1, а), б -  реакция приемника конечных волновых размеров

(АЛ=2 0 ) : 1 -  т)= 0 ,0 0 1 ,  2 -  0,01, 3  -  ОД

интегрировать по площади диска (т. е. по координатам x h ух). После 
этого вместо выражения (5) получим

_ _  (kR )2 я/2~,0°
(10) /г =  Sop IR (0) В  (0) е'"2' 009 012 cos 0 sin 0

о го
Здесь
(11) Я (8) = 2 / ,  (kR sin 0) / (kR sin G)

— диаграмма направленности диска, определенная как для вещественных, 
так и для комплексных углов 0.

Рассмотрим некоторые частные случаи. Предположим сначала, что 
пластина полностью звукопрозрачна, т. е. /? (0 )= 1 , а диск находится 
вблизи пластины, т. е. kzx — 0. Интегрирование по формуле (6.574.3) спра­
вочника [4] приводит к результату, не зависящему от волновых размеров 
диска:
(12) J 2=So~p/4.

(Заметим, однако, что размеры диска должны быть велики по сравнению 
с радиусом корреляции сил, действующих на пластину, т. е. 5 > о ) .

Если диск находится вне зоны неоднородных волн (kzx> l )  и его раз­
меры малы по сравнению с длиной звуковой волны (А Я <1), то из выра­
жения (10) следует
(13) y = S o f ( k R ) 2/ 16.

Сравнение этой величины со значением (10) показывает, что вблизи пла­
стины при & Ж  1 вклад однородной части поля мал по сравнению с вкла­
дом неоднородной части.

В случае, когда функция В (0) определяется формулой (7), анализ 
выполняется так же, как и ранее, путем вычисления вклада полюса 0О.
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Однако наличие множителя Д(0) в выражении (10) при /сЯ> 1 значитель­
но изменяет численные результаты (фиг. 3 ,6 ). При А:Л=20 диск практи­
чески не реагирует на возрастание давления в неоднородной зоне вблизи 
пластины даже при небольших коэффициентах потерь в пластине. Это 
можно объяснить направленными свойствами диска, особенно заметными 
для комплексных углов 0. Значение |Я (0 ) |2 для комплексного угла 00 
определяется как

Д 2 ( 0 о ) =  [
2 /,(А :й У 1 + ш 02)

АДУ 1 + и ’п2
По таблице, приведенной в [2], находим для k h = 0,1 значение И70—3,45,

т. е. с „ / с = У 1 + н ; о 2= 3 , 6 .  Таким образом, фазовая скорость неоднородной 
волны, распространяющейся вдоль 
пластины, в 3 ,6  раза меньше ско­
рости звука в среде. Соответствен­
но возрастают и волновые размеры 
диска. Взяв асимптотику функции 
Бесселя при больших аргументах, 
получим оценку

д * ( е . ) « ( 8 / я )  (kim+wo*)-3.
Для рассмотренного частного слу­
чая R 2 (б0) = 7  • 10"г‘. Таким образом, 
пространственные фильтрующие 
свойства направленного диска на­
столько велики, что он практически 
«не замечает» неоднородной части 
поля и в результате его реакция 
почти не зависит от расстояния до 
пластины.

Рассмотрим теперь другой частный случай (фиг. 1 ,6 ). Возбуждается 
ограниченная пластина площадью G, размещенная в жестком экране. 
Точка наблюдения находится вдали от пластины, т. е. /сЯ0>  1. Будем пола­
гать, что расстояние R0 больше характерных размеров пластины, так что 
интенсивности вкладов различных участков пластины в поле в точке М 
являются одинаковыми. Кроме того, нс будем учитывать краевые эффекты, 
связанные с характером движения опорного контура. В этом случае интег­
рирование по 0 в выражении (4) можно проводить лишь по участку, про­
ходящему вдоль вещественной оси. После интегрирования методом пере­
вала, а затем по площади пластины по формуле (2) с учетом (1) получим 
для ограниченной однородной пластины

dG

Фиг. 4. Пластина с ребрами жесткости

Ро2 (Эо) = — 4 - C O S 2 0 oI £ ( 0 o) 
( 4 л  До)

где G —площадь пластины. Таким образом, излучаемое звуковое давление 
пропорционально коэффициенту прохождения звука через пластину. Вы­
ражение (14) является частным случаем неравенства, полученного в ра­
боте [5].

Более сложным является анализ поля в случае, когда пластина под­
креплена ребрами жесткости (фиг. 4). Будем считать также [2], что ребра 
нагружают пластину некоторыми импеданцами в виде масс и момептов, 
по дифракция звука на ребрах пренебрежимо мала. В  такой же постанов­
ке исследовалось излучение звука пластинами с ребрами жесткости под 
действием сосредоточенных сил в работах [5—7]. Кроме того, будем счи­
тать, что на пластине находится несколько ребер жесткости, а размеры 
пластины настолько велики, что можно принять колебания во всех про-
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летах одинаковыми; АД0> 1  и IiQ> b , l , а точка наблюдения находится 
в плоскости ху z. Тогда поле вспомогательного источника в свободном 
пространстве, помещенного в точку наблюдения, будет

yyihx sin Q n + i h z  соь 0л

Теперь надо вычислить поле этого источника, прошедшее через пла­
стину, в точке Ху у, z. Воспользуемся решением задачи о прохождении 
плоской волны, определяемой последним множителем выражения (15), 
через пластину с ребрами жесткости [2]. Тогда

i k x  sin 0o-f i k z  cos 80

[ м м ( 4 « в + ^ ) ] gf[(Asin в0+2ли/а)л+йг cos

Здесь и далее -4(0), Д(0) — коэффициенты отражения и прохождения 
звука для пластины без ребер жесткости,

cos 0n= y i — (sin 0„+2jt n/a) 2,

F  и M — силы и моменты, действующие па пластину со стороны ребер 
жесткости. Они определяются из решения системы двух уравнений, при­
веденной в [2]. Подставляя это выражение в (3), найдем вклад в поле 
излучения площадки dG:

eikR0 г
dp (До, 0о, х, у) =  — — / (s, y )d G \ik  cos Q0B  (Q0)e ikx sln ••+** «»• e*+

4лД0 L

2 a

oo

В {Qn)e m cos e" [ F - iM  (k  sin 0O +  J  X
7i= — oo

X ik cos 0пе‘*<* 3!n 9°+Wo) J .

Вычислим теперь средний квадрат звукового давления по формуле (2). 
После интегрирования по пластине площадью G = b l с учетом (1) найдем

(17)
где

F ( 0 o ) = = P o  ( 0 о ) 7 ,

оо

/= 1 + 2 г е Л „  +  £  |А „ |\
п =  — оо

(18)
А„ =

cos 0„ В  (0„)
ft sin 0О +

2пп \ I 
а )  J2а cos 0О Д(0О)

Последнюю формулу можно записать, использовав выражения для 
F и М:

А п= - В ( 0П) cos Qn(c2*+z*~l+ ic iK sin 0С-  
—£(sin 0о+2ягс/а) [ {c iF+ z P^ ) i  sin 0—c lH])/T ,

r = ( c 1F+ Z F_1) (С гм +й м -^+С ш 2.

Здесь cxм, c2M, ciF — коэффициенты, приведенные в [2], zF= Z F/pca, zM— 
—ZMk2/pc, ZF и ZM —массовые и моментные импеданцы ребер жесткости. 

Заметим, что ряд (18) определяет разложение не по модам колебаний



Фиг. 5. Увеличение интенсивности звука, вызванное влиянием ребер жест­
кости, а  — М ,,= 1 0 0  г/см, б  — М р = 1 0 0 0  г/см. — т |= 0 ,0 0 1 ,  узкая полоса частот,
2 — т} ==0,001, полоса частот шириной в 1 октаву, 3 — т|=0,1 узкая полоса час­

тот, 4 — т|=0,1, полоса частот шириной в 1 октаву

пластины, а по пространственным спектрам. Множитель, стоящий перед /  
в формуле (17), определяет излучение звука пластиной без ребер жест­
кости. Поэтому именно величина I  характеризует влияние ребер жест­
кости.

Расчет этой величины проводился для точки, находящейся на оси 
0о=О. При таком расположении точки наблюдения вклад моментных 
импеданцев пропадает и формулы значительно упрощаются. Приведем 
окончательные выражения, по которым выполнялись расчеты:

<*>

В 0+ 2 ^ в - + ^ '
п =  i
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где

При 2пп/ка>1 следует принять И —(2пп/ка)2= + И  (2пп/ка)2— 1. Импе- 
данцы ребер zF принимались равными — £<оМр, где Мр — погоиная масса 
ребра (на единицу длины). Тогда гу= - ш М р/2рса. Было принято: к =  1 см, 
«= 6 0  см, Е = 2-1012 г/см-с2, v=0,29, рм=7,8  г/см3, рс=1,5*105 г/см2-с, 
Мр=1000 и 100 г/см. Результаты приведены на фиг. о.

Величины максимумов существенно зависят от коэффициента потерь 
материала пластины. Это согласуется с выводами работ [6—8].

При уменьшении массы ребра Мр ширина максимумов уменьшается. 
Кроме того, они несколько сдвигаются вдоль оси абсцисс, что соответствует 
изменению резонансных частот пролетов. Эти максимумы соответствуют 
обращению в нуль вещественной части знаменателя (15). Для упрощения 
дальнейших рассуждений положим zF= ° °  или zP- ,= 0, что соответствует 
шарнирному опиранию пластины на массивных ребрах. Анализ ряда 
в знаменателе (15) показывает, что его вещественная часть обращается 
в нуль вблизи корней выражения, входящего в знаменатель В п. Перепи­
шем выражение (20) в форме

в  ___________  i w _____________

где w =l/(2nn/ka)2—1. Приравняв нулю знаменатель, получим уравнение 
(8). При k h < 0,1 для стальной пластины в воде приближенно можно при­
нять (см. [2]) вещественный корень этого уравнения равным
(21 ) и;0==0 ,86(& й )“ 8/5.

Приравняв это значение величине У(2пп/ка)2—1, найдем резонансные 
значения параметра ка:

(22) ( к а ) п™ Ш (1 г/аУ > п *\

Однако найденные из точного расчета резонансные значения ка не­
сколько отличаются от приближенных значений (22). Это связано с тем, 
что при резком увеличении какого-либо коэффициента Вп величина /, 
определенная выражением (15), оказывается равной лишь 1,5, т. е. эта 
точка лежит в начале подъема кривой, а не на самом максимуме. Ряд 
частот, на которых появляются максимумы, хорошо соответствует зависи­
мости ns,\

На фиг. 5 приведены также сглаженные кривые 2, 4, осредненные по 
полосам частот шириной в 1 октаву. Видно, что уменьшение массы ребер 
и возрастание коэффициента потерь приводит к снижению звукоизлу- 
чения.

Заметим, что величина I  оказывается большей единицы, т. е. ребра 
всегда увеличивают интенсивность в излучаемом поле. В общем виде этот 
результат был ранее получен в работе [5] для любой пластины с неодно­
родностями.
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