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ОБ ИСКАЖЕНИИ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ СФЕРОЙ 
СО СМЕШАННЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

Б а б а  и л о в  Э. П .

Методом наименьших квадратов рассмотрена задача дифракции 
плоской звуковой волны на сфере, часть поверхности которой является 
жесткой, на остальной части заданы условия сопряжения. Приведены 
численные результаты для суммарного поля вблизи жестко-мягкой сфе­
ры и абсолютно жесткого полусферического сегмента.

Б приложениях представляет интерес получение численных результа­
тов в задачах дифракции звуковой волны на телах простой формы, часть 
поверхности которых является акустически жесткой (или мягкой), а яа 
остальной части заданы граничные условия сопряжения. В этих случаях 
для расчетов может быть использован метод наименьших квадратов, с по­
мощью которого еще А. Зоммерфельд [1] рассмотрел задачу рассеяния 
плоской волны на круговой дуге и сферическом зеркале. Этим же методом 
в работах [2—4] исследованы задачи излучения звуковых волн телами 
простой, а в [5] — произвольной геометрической формы, ограниченных по­
верхностями, на которых заданы смешанные краевые условия. В работе
[6] па примере круга рассмотрен вопрос сходимости вычислительного 
процесса но методу наименьших квадратов. Некоторые результаты чис­
ленного анализа виепшей задачи дифракции звуковой волны на жестко­
мягкой сфере приведены в работе [7].

Перейдем к постановке задачи. Пусть имеется сфера радиуса /?, на 
участках поверхности которой Si и S2 (фиг. 1) граничпые условия различ­
ны. Будем считать, что часть поверхности S, образована вращением дуги 
большого круга сферы с центральным углом 0о вокруг оси z на угол <р=2л. 
Уравнение линии контура I есть 0=0о|г«л.

На сферу в плоскости ср=0, я  падает плоская звуковая волна
(1) tf0+~exp[iA;+r(cos a  cos 0+sin а  sin 0 cos <р) ],
где а  — угол между волновым вектором к+ и осью ъ. Временной множи­
тель ехр(—itot) опускаем.

Необходимо найти решение однородного уравнения Гельмгольца 
Дф± (М) +/с±2ф± (М) =0, М ^  (А + А ) ,

где А  — конечная область внутри сферы, А  — бесконечная область вне ее, 
дополняющая А  до полного пространства; ф+=ф 0++ф1+ — потенциал ско­
рости суммарного поля вне сферы; — потенциал скорости ноля внутри 
сферы; к±=(й/с± — волновые числа сред в областях А  и А  соответствен­
но, удовлетворяющее совокупности граничных условий.

(Р ) _  (Р)
дг дг

P ^ S U

дг дг ' Р+'Фч- ((?) = Р -‘Ф- (Q) . Q^S„

где р+ и р- — плотности сред вне и внутри сферы.



Ф и г . 1 Ф п г . 2

Фиг. 1. Падение плоской полны на сферу со смешанными граничными условиями: 
Д/(г, 0, <р) -  точка наблюдения; Si -  жесткий (мягкий) участок; S 2 -  участок с гра­

ничными условиями сопряжения
Фиг. 2. Угловое распределение величины искажения -2 0 lg |ф + | при А7?=10, r/R = 1, 
а = 0  для жестко-мягкой сферы (сплошная линия) и жесткого полусфе|шческого сег­

мента (пунктирная линия): 1 -  0о=30°, 2 -  60°, 3 -  90°, 4 -  180°, 5 -  90°

Кроме того, должно быть(4) У ± ( г ,  0, ф)=г|)±(/-, е, —ф),
потенциал скорости рассеянной полны ф,+ должен удовлетворять условию 
излучения, а потенциал — условию ограниченности в любой точке об­
ласти Д . Очевидно, что вместо второго условия в (2) можно записать 
д ф _ (Р ) /д г = 0 , Ре=5,. Конечные результаты не изменяются. Если часть по­
верхности 5, акустически мягкая, то условия (2) изменяются соответст­
вующим образом.

Используя методику способа наименьших квадратов и граничные усло­
вия (2), (3), составим функционал

(5) G'N>=р,.2 J J  |d!|,0,V dr+ch|C  / d r - d ^ J N>/dr\2dS+
S

+p+2J J  \d ^ J d r+ d № Z d rV d S & k S  J J  1р+ф0++

+p+̂ iiN)-p_i|)iW) l2dS2,
являющийся в данпом случае мерой близости в среднем задапной функ­
ции, аппроксимирующих решений и их радиальных производных па соот­
ветствующих участках граничной поверхности r=*R. Множители /с.ь2 и р+2 
введены для сохранения единой размерности функционала. Верхний ин­
декс (N) указывает на зависимость от числа членов конечных рядов по 
координатным функциям, из которых конструируются приближенные ре­
шения.

Потребуем выполнение равенства lim G(JV)=0. Для этого необходимо
N - * x

искать решения ф}** и ф-*° в областях Д. и Д  соответственно в виде
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разложений по системам функций таким, что функции, порождаемые от 
них действующими на участках S n (п= 1, 2) операторами граничных ус­
ловии (2) и (3), образуют полные на Sn системы. На основании теоремы 
И. Н. Векуа [8] в качестве таковых можно взять сферические волновые

функции
Г К(кг)  1
{/V(cos0)cos дф > , так что имеем
1 / v  \ кг) )

(6)
N  v

ь ?  (Ю — У  A * i N ) P v ( cos0)Av(A:+r)cos ^ф,
Лшяжж

r>R,
v = 0  д = 0

(7)
N  v

ф -<Л ) (М ) ^  ^  у 1 Ду(1У) P vq (cos 0)/v(fe-r)cos gcp, r<R.
v = 0  q= О

Система алгебраических уравнений для определения неизвестных

коэффициентов и B ^(N) может быть получена из условий миниму­
ма функционала (5)

(8) dGw /dAiw  = 0; dG^/dB1-" '  = 0,
где черта сверху означает комплексно-сопряженную величину.

Мы воспользуемся, однако, несколько иным путем. Как видно из фор­
мул (2) и (3), условие непрерывности радиальной составляющей колеба­
тельной скорости при переходе через границу r=R  имеет место на всей по­
верхности S y что, кстати, учтено при написании первого слагаемого в 
функциопале (5). Поэтому, используя разложение [9] падающей плоской 
волны в ряд по сферическим функциям

~  V  / \ .

■ф0+=  ^  ( 2 v + l ) (V+ g}; P v " (cosa ) P v 1' (cos 0)/v(/c+r)
v=0 r?=0

X cos gq),
1, 9=0,
2, g^O,

ограничиваясь в пем. значением v = N  и учитывая представления (6) и (7), 
можем записать

~  —  ̂  +  (2v+l) (cos а) - ~ Х
к- (к-R) (v+g)! к-

U  ( f c + f l )  

и  (Л-Д)
Это точное соотношение между коэффициентами Bl-N) и Al^N) справед- 

ливо при любом конечном значении N, правда, при этом представление па­
дающей плоской волны является приближенным. Однако если N ~ k +R , 
то усеченный ряд для ф0+ дает незначительную погрешность, так как его 
сходимость при r=R  регулируется как раз значением к+R. Таким обра­
зом, использование соотношения (9) в рассматриваемой задаче наклады­
вает определенные ограничения на выбор значения числа N.

Остается минимизировать функционал, представляющий собой лишь 
сумму двух последних членов в (5), причем вместо B $N) в пего подстав­
ляется соотношение (9).

Проделав необходимые преобразования и используя условие минимиза­
ции dG{N)/dAl{N) =  0, получаем систему 7 2(ЛЧ-1) (N+2) алгебраических



уравнений для определения коэффициентов А а(Лт) .
V

•V N

( 10) ЕЕ
v = 0

А Г ' е M i
v v , -Е Е (dZ + e Z ), v ,= 0 ,1 ,2 , . . . ,N ,

v = 0  g -

? i= 0 ,1 ,2 , . . . ,  Vi,
однозначно разрешимую вследствие линейной независимости сферических 
волновых функций, включая и случаи резонанса внутренней области D, 
при условии 0о= я : j . /(k-R)  =0.

Вводя обозначения

Фi+i=Py4(cos0)AV(A+f t)cos q(p; 4>lv= iV (cos 0)/v (А_й) cos g<p, 

Фо+у>= (2v+ l) ivet  - 1 j iV  (cos a) TV (cos 0)/v(A+.ft)cos #cp,

f  _  A+ W  (fc+R) 
v  А -  / V  ( f t - Д )  ’

Т/ о /о , j \ -v (v-ff)! \ A+ W  (A+ft)Kv* = (2v+ l)j e3— — —  P v5(cos a) . ,
(v+g)! A-Jv (А-Д)

выражения для матричных элементов с??! и коэффициентов свободных
1 Miчленов flw, и eVVl можем записать в видем»

,м.
' V V |  ' А + 2 J J ( p + 0 , + v - p - ® - v F v )  ( р + ф ’Е , — р - Ф - v . / ' ' v , ) A S * +

S 2

+ р / Я эф>уэфг<?г дг

<с = а+2 | | р+ф,'+.(р+ф,*;. - р-ф v v.) ̂ 2+ 
«2

еЦ'=к+г | | р -У /Ф -у С р -ф Д .^ у ,—p + $ i9+v,)fZ52.
s2

В рассматриваемом случае (0=0о|г~л) коэффициенты c?v! =

=dvv,l=evv1=0, если q=£qi. Поэтому система (10) может быть расщеплена на
(iV+1) независимых подсистем относительно коэффициентов Л?(Д) с фик­
сированным значением q. Для каждого <7=0, 1 , . . .  ,N  индекс v пробегает 
значения от q до N.

Интегралы, входящие в выражения для коэффициентов cv™, dZt и
е%%х , суть интегралы от произведения присоединенных функций Лежанд­
ра с одинаковыми верхними индексами; они могут быть вычислены ана­
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литически. Действительно, воспользуемся соотношением [10]:

V  +  V , 

o « |v — v«|

a;=cos О,

где коэффициенты b{J 9VlQl) выражаются через коэффициенты Клебша —
Гордана. Тогда, например, для интегралов вида

00 1 
/ =  | p v7 ( c o s O ) P v l'7( c o s 0 ) s i n 0 d 0 =  J  / V  ( # )  P v.9 ( х )  d x

о соаО„

имеем
V + V 1  1

O — l v - V j l  C O S  е 0

Интегралы же от полиномов Лежандра на отрезке [а, 1] известны [11], 
так что окончательно можем записать, например, для v^v,:

™  \ P , ( z ) d x .

V  +  V l

(12) / =  V  Ь ™  [ (P0-i (cos 0О) — cos 0„P„(cos 00))/сгИ  ]
o - l v - v . l

Аналогичным путем вычисляются интегралы от 0О до я.
При / v ' ( f c - f i ) —  0 для определения коэффициентов Z?v(%) система (10) и 

соотношение (9) непригодны. В этом случае необходимо в (9) выразить
ylvд) через B $N) и построить систему уравнений относительно Bv(/V>, либо 
рассматривать систему уравнений относительно всей совокупности коэф-

фициентов А у, и o v
Из соотношения (9), равно как и из системы (10), следует, что если 

/ v'  (k-R)  =0, то Av(A) равны коэффициентам разложения рассеяипой абсо­
лютно жесткой сферой волны.

В частных случаях 0о=О и 0о= я  вследствие диагонализации матрицы 
коэффициентов системы (10) получаем известные выражения для коэф­
фициентов задач дифракции плоской волны на сфере с граничными усло­
виями сопряжения и на абсолютно жесткой сфере соответственно. В этих 
случаях целесообразно положить угол сс=0.

При к+=к-=к, р+=р_, а = 0  для определения коэффициентов Ау по­
лучаем систему алгебраических уравпений

= -V'VVi

элементы которой определяются выражениями

1
C v v ,=  *------------------------------------------- -

( k R ) ' - U ' ( k R ) U , ' ( k R )  1

С 0 8  0 о

J  Pv(x)/\,t(z)dx+ 
— 1

1
+ K ( k R ) H Vl' ( k R )  f  P , ( x ) P * , ( x ) d x - ,

C o s  0 O

i
U f = { 2 \ + i ) r u ' ( k R ) 7 i ^ ( k R )  J  P y { x ) P v , { x ) d x .

c o s  0 0
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Здесь интегралы могут быть вычислены либо по формулам (И) ,  (12), 
в которых фигурирует частный вид коэффициентов 6(ox0v,0) =  [ (WiOO/oO) ] \  
где символом (wjOO/oO) обозначены коэффициенты Клебша — Гордана, 
либо непосредственно по формулам для интегралов от произведения поли­
номов Лежандра на отрезке [а, 1] при v=Vi и v^v ,, приведенным в [И] .  
Случай резонанса jv'(kR) =  0 может быть рассмотрен так же, как и случай 
7 v ' ( / c . J ? ) = 0  при

При р -= 0  получаем решение для случая жестко-мягкой поверхности 
сферы. При а = 0  система уравнений для определения коэффициентов л£Л| 
аналогична системе (13), в которой матричные элементы cVVl и члены ряда 
правой части /vv, имеют известный вид [7].

В этом последнем случае граничные условия dty+(P)/dr=0, P ^ S t; 
ф+(@)=0, Q ^ S 2 целесообразно записать в виде одного условия импе- 
данцного типа с импеданцем, скачком меняющимся на контуре I: г

£[ф+] |в= а (0 —0О)
<9г|)+
дг

+  [1 -а (0 —0О) ] ^ l s=0,
S

где 1, 6<0о 
О, 0>Оо

Тогда, используя, например, результаты [12],

нетрудно убедиться в том, что и в расматриваемом случае наряду со схо­
димостью в среднем на S —Si+S2 имеет место равномерная сходимость 
приближенного решения ^ 1+} (М) к точному в каждой точке ноля вне гра­
ницы S. Численный эксперимент показал, что и па самой границе расчет­
ные значения могут быть получены с удовлетворительной точностью прак­
тически в любой ее точке. Лишь в окрестности контура I наблюдалось 
ухудшение сходимости.

Как уже отмечалось, для того чтобы удовлетворить первым условиям 
в формулах (2) и (3) при заданном первичном возмущении (плоской вол­
не), необходимо, как минимум, полагать N~k+R. В процессе численного 
анализа значения N варьировались от N = k+R до N=4k+R. Наиболее це­
лесообразным оказалось брать N=2k t.R.

Па фиг. 2 представлена угловая зависимость величины —201g | гр+1 для 
k+R = 10; r /R = 1; сс=0. Параметром является угол 0о. Сплошные кривые 
соответствуют случаю жестко-мягкой сферы, пунктирная — случаю А+=/с_; 
р+^р-; 0о=л/2. Для последнего случая прнведепы результаты расчета на 
внешней стороне поверхности сферы, причем плоская волна падает со сто­
роны вогнутости жесткого сегмента. Отметим, что хотя во всех случаях 
наблюдается пятно Пуассона, его количественная мера различна для раз­
ных значений угла 0О; характеры угловой зависимости для сферического 
сегмента и жестко-мягкой сферы при 0о= я/2  в теневой области совпада­
ют, однако при приближении к освещенной области они резко различают­
ся. Для жестко-мягкой сферы при 0>Оо в силу граничпого условия потен­
циал скорости в децибельном представлении стремится к бесконечности.

Возможно дать качественную оценку результатам, интерпретируя их 
как следствие суперпозиции затухающих собственных волн, однако де­
тальное объяснение происходящих при этом процессов может быть осуще­
ствлено только при наличии точного аналитического решения задачи.

Автор выражает признательность Л. В. Брайниной, Н. С. Рузановой и 
Р. П. Солодовник за помощь в проведении вычислений.
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