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Решена задача об излучении двух цилиндров, расположенных в не­
замкнутых кольцевых слоях. Показано, что применение метода частич­
ных областей с последующим использованием теоремы сложения для 
цилиндрических волновых функций позволяет свести задачу к беско­
нечной системе алгебраических уравнений относительно коэффициен­
тов, входящих в ряды, определяющие поле излучателей в частичных 
областях. На основе анализа локальных особенностей поля в угловых 
точках системы излучателей предложен новый метод определения не­
известных указанной алгебраической системы, более эффективный но 
сравнению с методом редукции.

Построение эффективного решения одпосвязной задачи дифракции, 
как правило, открывает возможность изучить поле излучения (рассеива­
ния) в сложной многосвязной области вне набора конечного или беско­
нечного числа подобных излучателей [1, 2]. В связи с этим результаты 
работы [3] могут служить надежной базой для постановки и решения 
задачи отыскания характеристик звукового поля, создаваемого двумя ци­
линдрами, расположенными в незамкнутых кольцевых слоях. Нормальное 
сечение цилиндров и выбор координатных систем изображены на фиг. 1. 
Экранирующие слои (отмечены па фигуре штриховкой) считаем акусти­
чески мягкими.

Использование указанных подходов к исследованию звуковых полей в 
многосвязных областях осложняется необходимостью решать бесконечные 
системы линейпых алгебраических уравнений, содержащие неизвестные 
коэффициенты рядов Фурье искомых характеристик звуковых полей. 
В ряде случаев при наличии локальных особенностей в поле эти ряды схо­
дятся медленно, что делает рассматриваемый подход малоэффективным. 
Однако на основе априорных сведений об особенностях звукового поля 
удается получить асимптотические оценки для коэффициентов Фурье, 
знание которых позволяет улучшить процесс вычисления характеристик 
ближнего поля.

Проблеме использования априорных сведений о локальных особенно­
стях поля при рассмотрении дифракции на объектах сложной геометрии 
посвящены работы [4—7]. Достаточно полное изложение этого вопроса 
содержится в работе [8] и в предисловии к ней.

Ниже излагается конкретный способ учета известной скорости убы­
вания коэффициентов Фурье при изучении количественных характеристик 
поля, создаваемого двумя цилиндрами, расположенными в незамкнутых 
кольцевых слоях.

Задача сводится к построению и анализу решения скалярного волно­
вого уравнения относительно потенциала скорости Ф (г,, ср4) =Ф  (г2, ср2) , 
удовлетворяющего на поверхностях цилиндров заданным граничным уело-
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Фиг. 1. Нормальное сечспис цилиндров, экранированных
кольцевыми слоями

виям, которые с учетом указаппых на фиг. 1 обозначений формулируются 
в следующем виде:

Ф = 0 (г .= Ь „  |ф з | > с р о » ;  ф .= ± ф 0«, as^ r s< b s)-,
( 1 )

-дФ/дг.=У.{<р,) (rs=a„ |ф ,|< ф 0.); s = l ,  2.
Здесь F,(<p,) — функции, задающие распределение колебательной ско­

рости на открытых поверхностях цилиндров.
Имея цель представить потенциал Ф во всей плоскости, занятой аку­

стической средой, через хорошо изученные наборы частных решений вол­
нового уравнения в цилиндрических координатах разделим эту плоскость 
па три области. Первая область — внешняя для двух цилиндров с радиуса­
ми 7*1=iij r2=b2. В такой области известно общее решение граничной за­
дачи для уравнения Гельмгольца, которое с учетом условий изучения мож­
но представить в следующих трех эквивалентных формах:

ОО оо

(2) Ф =  V*U> (ftr<)eim +  W4Hq0кгг) e,Wl =

=  £  [ v M k r J + J A ' c r t )  £  WqHq- v{ k l ) e ^ - ^ e im'=
P = — C O  qwm —  OO

C O  O O  *4

-  Y i  {  W M h r t)+J9(krt) £
q = - o o  p — -<x>

Первая форма выражения для Ф в связи с известными свойствами 
комплексных рядов Фурье наглядно раскрывает свойство полноты реше­
ния, а две другие делают решение пригодным для фактического удовлет­
ворения граничных условий на поверхностях rs=bs (s=1, 2).

Построение достаточно общего решения волнового уравнения в криво­
линейных четырехугольниках аа<гв<Ьа, |фв|^ ф 8о с учетом граничных 
условий на их поверхностях также не встречает существенных затрудне­
ний. Легко убедиться непосредственной проверкой, что выражения

ex'

(3) Ф8 =>V  {A n '[j'ans (kas)Nana (krs) — Nans (kas) / «ns (ftr,)] s in а„8ф6 +
П = 1  '*
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-I- Bns [Jpnt (kat) N Ks (krB) — A'pns (kas) J png (/crs)\ cos )3ns<ps —

— ans
J vns(krs)

4 s  (*•.)
sina„s<ps — 6ns Ч Л ^ > )

4  (ka
cos P„scps| , s =  1 ,2 , 

s) 2 A
удовлетворяют волновому уравнению и граничным условиям (1) па ак­
тивной поверхности излучателей и па акустически мягких участках гра­
ницы фв=±фов. При этом следует учесть, что через ап, и Ьпв обозначены 
коэффициенты Фурье функций Уя(фа) в (1); а„а=дя/ф 0в, (}П5=(2/г—1) л / 
/2ф0*. Здесь штрих указывает на дифференцирование по г.

Функциональные уравнения, получающиеся после подстановки выра­
жений (2) и (3) в оставшиеся невыполненными граничные условия и ус­
ловия сопряжения па границах раздела областей, стандартным образом 
преобразуются к бесконечной системе линейных алгебраических уравне­
ний относительно произвольных величин VP, Wq, А п„ Вп$:

оо

VPHp(kbl) + ^  W q]p(kbi)Hq-p(kl)e)('q~v)'>'i =
Q——'

nî -ianl a n i Q « n l ] 8 nP- [ B m & f i n l — b n l Q&ni  ] "(„p};
Tls* 1

00

(4)

<4n i A a n l — a n l ^ a n i —  V p H p  ( / c b i ) 6 np —
ф01 ^

j > e — 00

V  Wq V  JP' (кЬ,)Ня- р(к1)Ьпре’
ф01 ^

CO C O

J  ( Q P  ) Ф|2 •

<? =  — 00 р = я —  OO

BnlA{n - b n,Q i,  =  4  V  УрЯ 1/(& Ь 1)Тпр+
фо! p=- CO

+
фо

CO oo

' , Z ^ Z /p,(A:b,)^ - p(W )w e
Я9-Р)фц

<7=  —  с о  p  =  — o o

p, r a=l ,2 , . . .

Три других аналогичных равенства, возникающих при выполнении ус­
ловий па границе второго цилиндра г2=Ь2, могут быть получены путем 
очевидных замен индексов в приведенных соотношениях. При записи этих 
соотношений использованы обозначения:

A ,= //(fcaO  iV, (*60 —N/ikdi)  Jt (kb,) ,

6np=t ( -1 )  "am (sin p<p01) /  (ani2—p2) ,
T-p=  ( -1 )  “Pm (cos cp01p )/ (|i„,2- p 2) .

Если иметь в виду получение количественных характеристик поля во 
всей области его существования, то сформулированная задача довольно 
сложна. Однако усилия, которые необходимо затратить на ее решение, 
окупаются возможностью ответить на ряд важных физических вопросов, 
возникающих при исследовании характеристик ближнего и дальнего поля 
взаимодействующих цилиндров, расположенных в незамкнутых кольце­
вых слоях. Прежде чем провести такое исследование, необходимо перейти 
от формально-математических построений к соотношениям, которые мож­
но рассматривать как алгоритм для получения надежных количественных 
данных. Важнейшим этапом является переход от полученной бесконечной

'72



системы уравнений к конечной. Часто обоснование такого перехода свя­
зывают с доказательством разрешимости бесконечной системы методом 
последовательных приближений или методом редукции. Однако доказа­
тельство, например, регулярности бесконечной системы является в рас­
сматриваемом и подобных случаях по сути лишь подтверждением полноты 
исходного решения и правильного выбора нормирующих множителей в 
коэффициентах рядов и мало что дает для проведения эффективных вы­
числений. Гораздо большую ценность имеет практический опыт решения 
бесконечных систем, подобных (4). Если бы в данной задаче мы интересо­
вались только характеристиками дальнего поля, то, оставляя в конечной 
системе неизвестные с номерами, меньшими N~2ka+Q , где Q&5 [9, 10], 
мы получили бы достаточно точные количественные оценки звукового 
поля. При оценке же величин в ближнем поле ситуация выглядит гораздо 
сложнее и, зачастую увеличивая порядок конечной системы, мы исчерпы­
ваем возможности вычислительных средств рапь- 
ше, чем получаем удовлетворительное по точпо- 
сти решение. Физические основы отмеченной 
ситуации совершенно ясны. Дело в том, что беско­
нечная система получается при выполнении 
ограничений, налагаемых на ближнее поле излу­
чателей. Ограничиваясь конечным числом не­
известных, мы, конечно, упрощаем математиче­
скую формулировку задачи, но одновременно 
привносим дополнительные физические предполо­
жения о структуре ближнего поля. В рассматри­
ваемой задаче использование метода простой ре­
дукции при решении бесконечной системы в зна­
чительной мере эквивалентно предположению о 
несущественном влиянии на изучаемое поле из­
вестных особенностей в поведении колебательной 
скорости вблизи угловых точек rs=&s, фв= ± ф 01. Учет этих особенностей 
и описание их на языке используемых для представления поля систем 
функций позволяет выработать более приемлемый по сравнению с простой 
редукцией подход к решению бесконечных систем.

Вопросу об особенностях волновых полей вблизи угловых точек посвя­
щена обширная литература [4, И ], из которой вытекает, что в локальной 
системе координат р, 0 с центром в угловой точке экранирующего слоя, 
выбранной так, как указано па фиг. 2, главная часть в выражении для со­
ставляющей VQ вектора колебательной скорости имеет вид
(б) V.=AfT*  cos 2/ 30,
где А — некоторая постоянная.

Следует подчеркнуть, что колебательная скорость в окрестности ребра 
характеризуется не только показателем особенности (в данном случае 7 3), 
но и определенным угловым распределением. Если перейти к координатам, 
введенным на фиг. 1, то, например, в окрестности ребра ^ = 6 ,, ф1=ф 01 ра­
диальная составляющая колебательной скорости в соответствии с (5) 
представляется в виде

V r ^ A i  (ф Ф0 1) - V ,~ ^ 2  (ф2-ф о ,2) ~',3~ А 3 (COS2 фо1 cos2 ф) ф-^фо.+О,
(6)
V r -W z A i (фо1  ф ) 2(ф<>12- ф 2) _Vs« 7 24 з (cos2 ф- c o s 2 ф01) ~Vs, ф->-фо1 --0 .

При записи этих выражений подчеркнута возможность различной анали­
тической записи одной и той же, отвечающей (5), особенности в колеба­
тельной скорости.

Если отражаемый соотношениями (5) и (6) факт учесть при описании 
ближнего поля рассматриваемой системы излучателей, то, например, на

Фиг. 2. Система коорди­
нат угловой части экра­

нирующего слоя
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поверхности ri=bi можем записать

(ф012—ф2) -7*, 1ф1<ф
(7) VT(rl=bl)= A

0 1 ?

-Vs

+в

2 ( — ) [ (it—ф01) 2— (зх—ф)2] -'л,\  я -ср 0, /  +ф01<ф «£я;
2 [фо1/ ( я - с р 01 ) ] “'*[ ( я - ф 01) 2-  (я + ф )2 ]

1 —я ^ ф < —фо!
ф(ф012- ф ) " ,/'? 1фКф01,
2 [ф01/(я -ф о ,)  ]%(я -ф ) [ (я -ф о 1) 2- ( я - ф ) 2] - 1/#, 
ф01<ф<я; + У /(ф ) .—2 [cpoi/(я —ф01) ] ,/з(я + ф ) [ ( я - ф 0 1 ) 2- ( я + ф ) 2]" ,/4,

—Я<ф<ф01.

Здесь V* (ф) — некоторая гладкая функция.
В рамках метода, использованного для построения общего решения 

задачи, колебательная скорость на поверхности rl=bi представляется ря­
дами Фурье. Наличие особенностей, входящих в (7), предопределяет по­
рядок убывания с ростом помера коэффициентов этих рядов, т. е. неиз­
вестных в бесконечной системе. Этот известный из теории рядов Фурье 
факт связи скорости убывания их коэффициентов с локальными свойст­
вами представляемых функций может служить основой нового подхода 
к решению бесконечной системы.

Используя известные значения интегралов [12], возникающих при 
вычислении коэффициентов рядов Фурье главной части колебательной 
скорости в представлении (7), можем утверждать, что при больших зна­
чениях номеров имеют место равенства:

А-ПП&а„. ~3 Ь0(аПл )? ВПа&рпв ~ ^ WKpne ),
n a а nsna Рn s

(8 )  V±pH±p(kbl) =  — ^ с о в :0 > ф 01+ я / 6 ) ±
P

±  - p -  sin  (рф01+зт/6) + 0  (p’1' ) ;

W ±qH±q' (Jcb2) =  cos (дф01+ я/6) ±  - p -  sin (дфог+я/6) +0 (qh) .

Постоянные коэффициенты a0e, b0e, . . . ,  d01? d<>2, coi1 cQ2 в соотноше­
ниях (8) легко могут быть выражены через А и В  в (7). Так, например,- 
имеем

d01= 7l^ V 3 r ( V , )2 > „ T '/‘.

Однако в связи с тем, что значения А и В в (7) предварительно неизвест­
ны, из таких связей нельзя извлечь практическую пользу. Однако важно 
подчеркнуть, что соотношения (8) будут сохранять свой вид при замене 
в (7) функций, описывающих особенности в окрестности ребра. Возмож­
ные типы таких функций указаны в (6), а предпочтение конкретному их 
виду (7) отдано лишь в связи с возможностью использовать известные 
интегралы при получении соотношений (8).

Использование соотношений (8) при переходе от бесконечной системы 
к конечной осуществляется следующим образом. Пусть, например, нам 
известно значение коэффициентов W ±Q для такого номера Q> что практи-
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чески необходимую точность вычисления Wq для |д |> ( )  можно получить 
по соответствующему соотношению в (7) без учета членов более высокого 
порядка малости, чем q~7‘\  Тогда из выражения для Wq при q=±Q  нахо­
дим следующие значения постоянных d02 и с02

2й02 cos ((?фо2+ л /6) =Q h [ W qHq (kb2) + W - qH-q' (kb2) ], 
2c02 sin (Qy02+n/6) =Q>h[WQHQ' (kb2) — W-.QII-Q'  (kb2) ].

Аналогично можно определить постоянные в других асимптотических ра­
венствах (8).

После того как постоянные а0а, b0t1. . . ,  с02 в (8) определены, появляет­
ся возможность по известным значениям ANt, BN„ V±P, W ±Q для доста­
точно больших номеров N, Р , Q определить значения искомых коэффици­
ентов бесконечных рядов в (2) и (3) для всех номеров n>N , |р |> Р ,
I!?!><?•

Этот факт является основой для построения более эффективного (по1 
сравнению с простой редукцией) способа сведения бесконечной системы 
к конечной. Если считать, что N, Р и Q — номера последних вовлекаемых 
в рассмотрение неизвестных в конечной системе, то при переходе к пей 
первое уравнение в (4) приобретает вид

(9)

V ^
VpHp (kb,) =  у 1, w q̂ qv+ (g, р) (g, />) ] +'

q=-Q q=Q+i

1 W
(-^nAa nl6np~ 5nA ĵii ^np) +  

* I/ n= 1
oo

+  у 1, [Л„Ф1( п ,р ) - В яФ2{п,р)]+Ьт.
n =tf+ i

Расшифровка коэффициентов в этом равенстве осуществляется на основе 
соотношений (4) и (8).

Приведенное соотношение, рассматриваемое как уравнение для опре­
деления Vp, справедливо, в отличие от соответствующего равенства в (4), 
лишь для Если в методе простой редукции У р = 0 ( |р |> Р ), то
здесь решение конечной системы открывает возможность определить все 
величины Vp для |р |> Р  по соотношениям (8).

На примере уравнения (9) можно проследить и различия между ко­
нечными системами уравнений, получаемыми методом простой редукции 
и предлагаемым подходом. Видно, что все различие связано с изменением 
коэффициентов при неизвестных с наибольшими вовлекаемыми в рассмот­
рение номерами. При вычислении этих коэффициентов необходимо про­
суммировать бесконечные ряды. Практическое вычисление таких сумм 
для Р) и Ф2(q, р) в силу экспоненциального убывания этих величин 
с ростом номера q не представляет труда. Хуже обстоит дело при вычис­
лении коэффициентов при AN и Вх. Здесь необходимо суммировать ряды, 
сходимость которых аналогична сходимости ряда с общим членом п~5/з. 
В принципе можно ставить и решить вопрос об улучшении сходимости 
этих рядов, однако практически оказывается достаточным с точки зрения 
точности решения задачи в целом ограничиться вычислением суммы 
100—200 членов указанных рядов.

На фиг. 3 приведены расчетные значения распределения модуля дав­
ления на поверхности r= 6 ,, |cp|^cp0i, фо1< | ф | < я  при следующих пара­
метрах цилиндров: ка1=ка2= п /2; bja i=b2/a2= \ y\\ Z=b,+62; ф<н=фо2=л;/2; 
kri=kbi; ^1(ф1)==1; F 2̂ 2 )= 0 . Расчеты выполнялись методом простой 
редукции системы (4) с учетом 16 неизвестных по второй области, а так-
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Фиг. 3. Угловое распределение амплитуды давления звуково­
го поля отдельного цилиндра в слое в ближней зоне при 
наличии второго цилиндра. Кривые 1 и 3 рассчитаны по 

формуле (4) при N=8  и 5, 2 -  по формуле (9) при N=5

же 8 (кривая 1) и 5 (кривая 2) неизвестных по первой области. Здесь же 
представлена кривая 2Ч рассчитанная предложенным методом с привле­
чением 16 неизвестных по второй области и 5 неизвестных по первой об­
ласти.

Анализ приведенных кривых показывает, что предложенный метод 
имеет определенные преимущества по сравнению с методом простой ре­
дукции при вычислении характеристик ближнего поля излучающих си­
стем.
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