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ВЗАИМНЫЙ ИМПЕДАИЦ СЛОЖНЫХ СФЕРИЧЕСКИХ
ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ

Г п и т е ц к и й  В .  А .

Получены выражения для определения взаимного импеданца слож­
ных сферических источников, максимумы характеристик направленно­
сти которых ориентированы перпендикулярно плоскости, проходящей 
через их центры.

Вычислим взаимный импеданц двух сложных сферических излучате­
лей, расположенных па удалении d друг от друга, максимумы характери­
стик направленности которых ориентированы перпендикулярно плоско­
сти, проходящей через их центры (фиг. 1).

Для этого рассмотрим антенну, состоящую из двух идентичных сфе­
рических излучателей, работающих сянфазно. Как известно [1], полный 
импеданц такой антенны определяется 
выражением

(1) Z=2W / 1 е 12=2Zj =  
= 2  (Ztl+Z12),

где W — полная мощность, излучаемая 
антенной, е — приведенная колебатель­
ная скорость излучающей поверхности,
Z ti и Z,2— собственный и взаимный им- 
педанцы одного из излучателей ан­
тенны.

В соответствии с работой [2] пол­
ная мощность, излучаемая антенной 
с реализуемой характеристикой на­
правленности, может быть вычислена 
интегрированием квадрата модуля характеристики направленности 
-0(0, ср, г) по действительным и мнимым значениям 0 и ф:

л  2 я  Я + * о о

(2) W =  —  f f Ю(0, ф, r)’|2sin0d0<ftp.
pc J J

Фиг. 1. Система координат

О 0 — г е о

После подстановки этого выражения в формулу (1) с учетом равенст­
ва О (0, ф, г) =Р0 (г) О (0, ф) получим

|  Г )  I 2 —2  2 Я  я + * ° °

(3) z 1 =  — ° ; /  f f  ID (0, Ф) I2 sin 0<Шф,
l e r p e  J J

0  0 —i  с о

где Po(r) — давление, развиваемое в максимуме характеристики направ­
ленности на удалении г от антенны.

Согласно теореме умножения, 0 (0 , ф) антенны, состоящей из двух 
одинаково ориентированных сфер, равна произведению характеристик
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направленности одиночного сферического излучателя (G, ср) на харак­
теристику направленности двух точечных элементов Z>2(6, ф):
(4) 0 (0 , <p)==D,(0, ф)Д,(0, <р).

Заметим, что выражение (4) не учитывает влияния дифрагированных 
волн и поэтому справедливо для излучателей малых волновых размеров. 
В принятой системе координат D2(0, ф)=со8 (kd sin 6 sin ф/2), а характе­
ристику направленности одиночного излучателя можно представить 
в виде [3]

с о  о о

(5) д  ( 0 , 9 ) = ^  а д ,  (cos 0) / Г с -
п=0 п=О

где Сп — коэффициенты разложения углового распределения поля в даль­
ней зоне по полиномам Лежандра Рп(cos0), к = 2я/Х — волновое число.

После подстановки выражений (4) и (5) в формулу (3) и интегриро­
вания по ф с учетом соотношения cos2cc=(l+cos 2а)/2  получим

ID |2Г2Я + ’ТО
(6 ) - f  [ 1 + / 0( М в ш е ) ] Х

Ы 2рс J
оо оо>ЯГ а д п (cos 0) j  ^ Сп j sin 0 dQ,

П = > 0  71 =  0

где / 0 (х) — функция Бесселя пулевого порядка.
Первый член в подынтегральном выражении (6) определяет собствен­

ный импеданц одиночного излучателя Zn и имеет действительную часть:

Д ц = -
IPo(r)|V

Я оо оо

егрс
я г  СпРп (cos 0) J sin 0 dQ j  ^  Cn2.
0 n=0 ii=0

Второй член, учитывающий расстояние d между излучателями, соответ­
ствует взаимному импеданцу Z,2, нормированное значение которого равно:

л  +  tc o  оо 2

|  / 0(М  sin0) [^ P „ (c o s (0 )C „ )  ]  sin 0 dQ

(7)
'12

0— i  со 71 =  0

R 11 Я соЯГ СпРп (cos 0) j sin 0 dQ
0 n=»0

Представляя квадрат суммы в подынтегральных выражениях (7) в 
виде

2 Л
[ ^ С пр п (cos 0) ] =  Y i  С« Р”2 <cos 0) +  Т  S  СпС,Рп (C0S 0)Р‘ (c0S 0)

71 =  0 71 =  0 П ф 8

и используя свойство ортогональности полиномов Лежандра с учетом ра­
венства

я + * < »

j  / 0 (kd sin 0) Рп (cos 0 ) Р .  (cos 0 ) sin 0 dQ =
0—ico

Л/2 + 7 00
2 |  при n+s=2m,

0

0 при n+s=2m+\,



придем к выражению
я / 2 + i o o со

( 8)
Z

j  h  (М  sin 0) ^ C » * P » 2 (cos 6)
n=012

Ru
+

0 0

£ c ,* /2 » + l
n= 0

£2 YjC.CsPr, (cos 8)P. (cos 0) j sin 0 d0

+
oo

J ^ C n2/2n+l
71 =  0

Так как сложный сферический излучатель, согласно формуле (5), мо­
жет быть представлен суммой простых излучателей га-го порядка, то ин­
теграл в формуле (8) определяет собой вносимый импеданц в п-ю моду 
одного излучателя s-ж модой колебаний второго.

После замены полиномов Лежандра соответствующими разложениями 
по степеням cos 0 интеграл в формуле (8) сводится к сумме интегралов 
вида

я / 2

J m z  (Ы ) =JmR(kd) +Jm* (kd) =  J  J o  (kd  sin 0) cos2m sin 0 dO +.

п/2+ico
+  |  / o(kdsin0)cos2TTl0sin0d0.

я/2+zO
Значения JmR(kd) могут быть вычислены при помощи интеграла Со­

нина [4]:
я / 2

(kd)m+4t г
Jm(kd)=  ^  11гл----  J / O(&dsin0)cos2m0sm 0d0.

о2m- hTm+t/a

Откуда после замены бесселевой функции сферической функцией Бес­
селя jm(kd) получим
(9) JmR (kd) =2mTm+',jm (kd) / (kd) 
где Г(Х) — гамма-функция.

Для вычисления интеграла Jmx (kd) аналогично работе [4] проведем 
замену переменных:

t=ik cos 0, sin 0=  (k2 +t2) Чз/к, dt=—ik sin 0d0.
Тогда

CO

(10) /» x ( f td )= -  §Jo[d(k2 +?yh]t2mdt/(ikym+1.
0

Подынтегральную функцию Бесселя представим в виде контурного 
интеграла [4]:(11) (#) =  — — f и~л~1 exp(u—(i)z/4ii)du.

2 т  •»с

85



ad

Фиг. 2 Зависимости активной (i, 3, 5) и реактивной (2, 4, £) 
составляющих взаимного имледанда от параметра Ы прос­
тых излучателей нулевого, первого и второго порядков соот­

ветственно

Приравнивая величину со, входящую в формулу (11), к переменной d(t2+ 
+к2) !\  а е к  0, в результате подстановки выражения (11) в формулу (10) 
и замены порядка интегрирования получим 
( 12)

—1 Г , /  №
( и — , и  ‘ V 4и

Jmx (kd)

Интеграл по t в формуле (12) может быть вычислен при помощи соот­
ношения (4):

00
(13) J  exp {—pH2) f2,1+1 dt=  Г (ц,+1) /2 (р2) “‘•'Ч

Подставляя выражения (13) в формулу (12) при pz=dzIAu и fx= (2/тг— 
—1)/2 и повторно применяя представление (И ) при е = —(2тгг+1)/2 и 
сo=kd, после замены функций Бесселя сферической функцией Неймана 
Лш (я) придем к выражению
(14) Jmx (kd) = —*Г(т+уа)2тт|т (kd) /  (kd) "я*

(15)
Складывая выражения (9) и (14), окончательно получим

(fed) = Г (m+v,)2mAm*> (kd) /  (kd)mrih=  1-3-5 . . .(2m-i)h™ (kd)/(kd)m,
/04

где hm (я) — сферическая функция Ганкеля второго рода.
Выражения (8) и (15) позволяют вычислить взаимный импеданц слож- 

пых сферических источников малых волновых размеров при помощи сфе­
рических функций Ганкеля, порядок которых пе превышает порядка ко­
эффициентов Сп.

В частности, для излучателей нулевого порядка по формулам (8) и
(15) получим известное выражение [1]

(*)

об)
z , 012 =  А„<2) (kd) =
Rn°

sin kd  cos kd 
+  i ‘ R\2 . . Xll -----  +  l -----

Rn Rnkd kd

Для простых излучателей первого и второго порядков получим:

A,1*’ (kd)Z , 1
(17)

12 3hi"  (kd)
R 11 kd R n  4 L (kd)

+27 A'2’ kd 
(led)- }■
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Зависимости изменения составляющих взаимного импеданца излуча­
телей нулевого, первого и второго порядков, рассчитанные по формулам 
о б ) и (17), приведены на фиг. 2.

Следует отметить, что значения Х12/Дц, рассчитанные по формулам
(8) и (15), согласуются с приближенными результатами (5) при kd> 6 
и существенно расходятся при kd<3.
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