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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИМПУЛЬСА, 
ОТРАЖЕННОГО ОТ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА СРЕД

И в а н о в  И . Д .

Рассмотрена задача об отражении сферически-симмотричного им­
пульса конечной длительности произвольной формы от границы раздела 
двух жидких сред в случае, когда показатель преломления среды, от 
которой происходит отражение, мепыпо единицы. Для отраженного им­
пульса получено точное интегральное представление и асимптотическое 
выражение при условии, что расстояние от мнимого источника велико 
по сравнению с протяженностью импульса как в области углов падения, 

но превышающих критической угол, так и при углах падения, превы­
шающих критический угол.

Сферическая волна звукового давления, падающая из первой среды 
^z>0) на плоскую границу раздела со второй средой (z<0), возбуждает 

отраженную и преломленную волны. Задача о нахождении этих волн 
может быть решена методом разложения падающей волны по плоским 
волнам.

Решение задачи об отражении сферической волны при гармоническом 
излучении показывает, что на достаточно большом расстоянии от мнимо­
го изображения источника или при достаточно высокой частоте излучения 
(kR > l)  отражается сферическая волна с френелевским коэффициентом 
отражения, а в области углов отражения, превосходящих критический 
угол, на отраженную сферическую волну накладывается боковая 
волна [1]..

Рассмотрим задачу об отражении сферической волпы при импульсном 
излучении. Пусть р и с — плотность и скорость звука в первой среде, р, 
и С\ ■— акустические параметры второй среды; т = р , / р ,  п=с/с1ч и<1; р„ — 
излучаемая сферическая волна, описываемая вещественной функцией вре­
мени F(t):

F { t -R Jc )

где R 0= yx2+y2+ (z—z0)2, х = у = 0, z=z0 — координаты источника (фиг. 1).
Предположим, что излучаемый импульс имеет конечную длительность 

2Т. Тогда F ( t )  м о ж п о  определить равенством
(2) F {x )= F ,{x )[H {x+ T )-H {x -T )] ,

где Fi(x) — непрерывная функция, определенная при вещественных т, 
# ( т ) = 0  при т<0, / / ( т )= 1  при т>0. Требуется найти выражение для 
отраженного импульса при условии, что расстояние от мнимого изображе­
ния источника велико по сравнению с протяженностью импульса:

(3) Д/2сГ»1.
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Фиг. 1. К постановке задачи: (1) — (1) — фронт падающего 
импульса; (2) — (2) —сферический фронт отраженного им­
пульса; (3) — (3) —конический фронт боковой волны; Ь= 

= L o  + nLi + L ' ;  L  — оптическая длина пути

При решении этой задачи используем разложение сферического им­
пульса по плоским импульсам [2]: ' . . .

2 Я  2 л

(4) Ро= 4ЛС-' [ I  J ^ - , (0‘>)dwd(P+ J  J-^+'(oo)dtid<pJ ,
Г О  Г* О

где n=cosd, F±(o0) — аналитические функции, определяемые интеграла­
ми [3, с. 210]:

(5) F± (о,о) =  ±  —  Г/*1 — da при ImOo^O,
ni J а —о-т

F±r (Go) =dFJd(3o, Oo=t-lJc ,
£o= (# cos ф+*/ sin cp) sin # + 1 z—z01 cos 'O’,

Г — контур интегрирования, Г* — комплексно-сопряжен с Г.
Отраженная волна р описывается интегралом, аналогичным (4):

2л  2 лJ V F J  {o)dudy+\  j  VF+'{o)dudq\,
о Г* О

где V — коэффициент отражения,
(7) V=V(u) =  (mu—У и2—и„2)/(ти+Уи2—ц„2),

Hn= y i—ra2=cos б, б — критический угол, o=t—t>/c1t>= (x  cos ф+у sin cp) sin #-f- 
+  (z-}-;Zo)cos'd или, переходя от x, у, z к сферической системе координат,. 
R, 0, х с началом в мнимом источнике,

t,=R [cos 0 cos in-sin 0 sin ft cos (ф—x) ]. !Мп
Дифференцируя выражение (5), находим выражение для производной

F * '( o ) = ±  —  [
ni J

- Т

F1 (a) da
(а —о)2 \

т  1 Г F ^ T )  F j { T )  +  Tr F t ' (a)da  1
ni L (—Г )—а Т—а J а —а J

— Т

Подставим это выражение в формулу (6) и проинтегрируем по ф. Инте­
грал по ф имеет значение

о

Йф
а —о

с 2п
R w(ut a)
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где ____________
(10) w(u , а )= У (и —и+) (и,—и- ),
(И) w±=(/ cos 0±yi—g2 sin 0, q = c ( t — a ) / R .

Учитывая выражение (9), получаем из формулы (6) выражение для от­
раженного импульса:

т
(12) р=  —  [ Fl ( - Т ) Ф ( - Т ) - F ,  (Г) Ф (Т )+ j Ft' (а) Ф (а) da\

- Т

где
/.оч » / ч 1 Г Г Vdu г Vdu 1(13) ф (а ) =  _ _ _  Г _ — -— Г— -— _

Zm w(u, a) J w(u, a )}г г*

Здесь подынтегральная функция имеет особые точки: ±а„ — точки
ветвления корпя Уиг—ип2, входящего в выражение (7) для коэффициента 
бтражения V(u), и и± — точки ветвления корпя (10). Точки и±: вещест- 
венны при а > т , где т= / —/?/с (т. е. при д<1), и комплексны при а<х  
(д>1); и+= и-= и0 при а = т  ((7=1), где Ko=cos0. Разрезы, проведенные 
из точек ветвления, показаны на фиг. 2, 3 волнистыми линиями. Контур 
интегрирования Г обходит разрез, проведенный из точки и+ до -+-«>. Вза­
имное расположение точек а+ и ц„, от которого зависит значение интегра­
ла по Г, различно в областях 0<б и 0>6 при разных значепиях парамет­
ра д.

Выражение для Ф (а) при разных значепиях а  получим, деформируя 
подходящим образом контур интегрирования Г в формуле (13). Рассмот­
рим по отдельности случаи, когда 0<б и 0>б.

Область 0<б: ип<и+ при а > т  (q< 1), и+ комплексна при а < т  (<7>1). 
При а > т  проведем Г по берегам разреза, проходящего по вещественпой 
оси от и+ до +<» (см. фиг. 2, а). Тогда интегралы по Г и Г* принимают ве­
щественные одинаковые значепия. Следовательно,

(14) Ф (а) = 0  при а > т .
Величина т пробегает все значения на вещественной оси. Если т < —Г, 

то Ф (а )= 0  в интервале —Т< а< Т.  Следовательно, из формулы (12) по­

фиг. 2. Расположение точек ветвлении ип и и+ и контура интегрировании Г: а — 
" '•< “+ при q< 1, 0<6 и  при g<cos (0-6), 0>6; б — и+<ип cos (0—6) < /у<  1. 0>б;

— критический угол

Фиг. 3. Расположение точек ветвления ип и и+ и контура интегрировании Г: а — 
и „<М0, {$n>Q), при q> I, 0<6; б — ип> и0, ( b n<Q), q > I, 0>б; u0=cosO; 6
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лучаем равенство
(15) р=0  при t < —T+R/c,
где c(t+T)=R  — уравнение фронта отраженного импульса в области 0<6.

При а < т  деформируем контур Г в контур Г0+Г\ (см. фиг. 3, а), где 
Го — петля, охватывающая разрез от комплексной точки ветвления и+ до 
Но, контур Г, состоит из двух частей: первая часть контура проходит от 
и = 1 до н0 по нижнему берегу разреза, вторая часть проходит по верхне­
му берегу разреза от и0 до +°°. Разность интегралов по Г  и ГГ равна 
нулю. Таким образом, интегральное выражение для Ф (а) при а < т  нахо­
дим из формулы (13), заменив Г на Г0 и Г* на Г0*. Для интегралов по Г0 
и Г0* получим асимптотическое представление при условии (3). Введем 
новое начало отсчета времени (с момента вступления сферического фрон­
та отраженного импульса), полагая tt=t+T—R/c. Тогда q=c(t—a)/R= =l+c(ii—T—a,)/R1 где —Т^а^Т. При значениях tu имеющих порядок 
длительности импульса, параметр q приближается к единице, если cT/R->- 
-+-0; комплексные точки ветвления и+ и приближаются к точке и0=  
=cos0, которая при q=1 становится полюсом (w(ut a)=u—uQ при д = 1 ) ,  
расположенным на контуре Г0. Следовательно, асимптотическим пред­
ставлением интеграла по Г0 является половина вычета в полюсе и0. Из 
формулы (13) находим асимптотическое выражение для Ф (а):

1
(16) Ф(а) =  —---- Ы У (и 0) - ( - я О  Г(ц0)] =  Г(ц0) при а < т ,

2 ni
где F (u0) находим из формулы (7) при и=и0= cos0.

Пусть —Т<х<Т.  Тогда Ф (а) определяется р^енством (14) при т<  
< а и  равенством (16) при —Т < а < т . Таким образом, из формулы (12) 
находим выражение для р:

(17)
V(u9)

р=ь
/?

г
[л(-Г)+ J/Y («)<*«] =

- Г

= F ( it0) -Р- г R /°  ̂ при - T +  —  < t< T +  —
• R с с

июли т> 7’, получаем равенство 

( . 8) р= X ^ [ Pl( - T ) - F , ( T ) +  j > , ' ( a ) d a ] = 0  при t>T+  ,
-Г

Равенства (15), (17) и (18) можно заменить одним равенством, если 
использовать формулу (2) -  определение функции ^ (т):

/ ч F(t—R/c)
(19) p = V ( u 0) -

R
где

V (iio) =  (m cos О—У гг—sin2 0) /  (m cos 0+V п2—sin2 0).
Таким образом, отраженная волпа (19) в области 0<6 при условии (3) 
отличается от падающей сферической волны (1) френелевским коэффи­
циентом отражения, как в случае гармонического излучения при kR>  1.

Область 0>б: u„<u+ при а > т , (т. е. при g<cos(0—б)), где xx= t - I J c , 
L= R  cos (0 -6 ) ; ii+<un при т < а < т , (cos(0-6)<<7<1); u+ комплексна, 
u0< u n при а < т  (^>1). Величина т,, как и т, пробегает все значения 
вещественной числовой оси; т,—т=(/?/с) [1—cos(0—б) ]. Возможны слу­
чаи, когда т«—т > 2 Т (R —L>2cT) и т,—т<27т {R—L<2cT).

При а > т , проведем контур Г по берегам разреза от и+ до + °°, как и 
при 0<б (см. фиг. 2 ,а). Тогда получим из формулы (13) равенство
(20) Ф (а)= 0 , при т,<сс.
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При x< a< T i контур интегрирования по формуле (13) также проведем 
но берегам разреза, проходящего по вещественной оси от и+ до +°° 
(см. фиг. 2, б). Но интегралы по Г и Г* имеют комплексно-сопряженные 
значения в интервале от и+ до ип, на котором коэффициент отражения
(7) имеет комплексное значение. Таким образом, получаем из формулы
( 13) выражение для Ф (а) =Ф (а ) :

(2 1 )

где

г|)(u)du 
w(u , а)

при т < а < т 1?

(22)

(23)
При а < т
(24)

г|>(гг) =  — Im V =  sin 2ф= 2mViin— и1 2 
un2+(m2—i)u 2

(p=arctg (V iinz—u2/  mu) .
деформируем контур Г в контур Г0+ Г 4 (см. фиг. 3,6). Тогда 

Ф (а)= Ф 0(а)+ Ф 1(а) при а < т ,
где

(25)
Vdu

и>(и, а) J
IV

Vdu 
w(u, а) ] при а < т .

ty(u)du 
w(u , а)

при а < т .

Теперь, учитывая формулы (20) —(26), можно представить выраже­
ние (12) для р в различном виде при разных значениях т, и т. Рассмот­
рим случай, когда т ,—т>27?. Если т ,< —7\ то соотношение (20) справед­
ливо при —Т ^ а < Т .  Следовательно, мы получаем из формулы (12) равен­
ство
(27) р= 0 при t C —T+Ыс ,

c(t+ T)= L  есть уравнение переднего фропта отраженного импульса (бо­
ковой волны) в области 0>6. Величину L  можно представить в виде 
(см. работу [ 1 ])
(28) Ь=Ь0+пЬх+Ь\  
где

(29) L0= z0/cos6, L ,= r—(z0+ z)tg6 , L'=z /cos б,

L — оптическая длина пути; отрезки L0, L u V  показаны на фиг. 1.
Если —T<%i<T и х < —Ту то Ф (а) определяется равенствами (20) при 

т ,< а ^ 7 ’ и равенством (21) при —7т< а < т , .  Подставляя выражения (20) 
и (21) в формулу (12), получаем для боковой волны р= р  выражение

1 г Т1
(30) р= —  у F, (- Т ) Ф ( - Т )  +  J (а) Ф (а) da ]

—Т
L L

при - 7 4 - —  < t< T +  — .
с с
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Если Ti>T и т< —Т, Ф(а) определена равенством (21) в интервале
и для р  получаем выражение

(31)
\  т

-  [ / '.  ( - Т )  ф ( - Т) - F ,  (Г) Ф (Т) +  J f , ' (а) Ф (a) da ]
R

L R
при Т + —  < t< —Т+ —

-т

Если Ti>7 и — Т<х<Т,  функция Ф(а)  определена равенствами (21) при 
т < а < Г  и (24) при — Т ^ а < х .  Подставляя выражения (21) и (24) в фор­
мулу (12), представим отраженный импульс в виде наложения двух им-

р=Ро+рх при — T+R/c<t<T+R/c,
пульсов:
(32) р=р
где

(33) Ро -

(34) р'=

Т

р0=  ~  [> , (■- Т ) Ф„ ( - Г )  +  J Fi (а) Ф» (a) d a ]  ,
- Г

р '=  y ( [ F‘( ~ Т ) ф‘ (~ r ) +  j 1У  (« )Ф .(« )d a - F t (Т) Ф (Т) +
- Т

+
тJ /'Y (a )(I> (a )d a  J-

Если т> Г , то Ф(а) определяется равенством (24) при —Т < а < Т  и для р 
получаем выражение
(35) р=ръ+р' при t>T+R/c,
где

(36) Ро= Е  [ F, ( - Т) Ф„ ( - Т )  - F ,  (Г) Ф„ (Г) + J  * 7  (а) Ф, (a) da ] ,
—Т

(37) =  Y  [ ^ , (■- Т ) Ф, ( -Г )  —Ft (T) Ф. (Т) + J  Fi' (а) Ф, (a) da] .
- Т

При нахождении асимптотического выражения для отраженного импульса 
за передним фронтом при условии (3) воспользуемся асимптотическим 
выражением для интегралов (21), (25) и (26). Асимптотическое выра­
жение для интеграла (21) получим в окрестности конического фронта 
c{t+T)=L , а также в окрестности сферы с (t+T) =R. Введем начало от­
счета времени с момента вступления конического фропта, полагая 
t i=t+T—L/c. Тогда q=c(t—a)/7Z=cos(0—6)+c(tt—Т —а)//? , где —Т<а<Т.  
При значениях tu имеющих порядок величины длительности импульса, 
и при cT/R->-0 параметр q стремится к значению cos(0—6). Для и+ при 
4=cos(0—6) получаем из формулы (11) значение нижнего предела в ин­
теграле (21):

sin 6 c(ti—T—a)
(38) и+«ггп- е ,  где е =  ■ -------- ---------

sm(0—6) R
Введем в формуле (21) новую переменную интегрирования посредством 
соотношения и+=и—п, и<г  и разложим подынтегральные функции в ряд
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при е-*0, полагая

ф(и)«(2У 2/тУ cos 6)Уе—v, w(u, а) =
=У (u++v—гг-) y«V (u+—u_) i;«V2i; sin 0 sin (0—6). 

Тогда мы получаем равенство

(39) Ф(а) = --------- ------ 4 - f  J ^ - d v =
птУcos 6 sin 0 sin 0—6 J Vv0

= __________2e_________
mV cos 6 sin 0 sin (0—6)

Учитывая значение e из (38) и соотношения sin \)=*r/R, s in 6 = n r 
# s in (0 —6)=LjCos6 (см. [1]),  где L, определяется из (29), получаем из 
формулы (39) асимптотическое представление для Ф (а ) :

140) Ф ( а )  =
2 п Rc(  т,—а)

пг(1-гс2) Vr L*
при т < а < т ,.

При нахождении асимптотического представления интеграла (21) в 
окрестности поверхности c{t+T)=R  введем новое начало отсчета времени, 
полагая tx= t+T—R/c. Тогда g = l+ c (f ,—Т—а)/Д . Если cT/R-*0, то g-*-lr 
u±’~*'Uo. Подынтегральная функция в формуле (21) имеет особенность на 
нижнем пределе, поскольку w(u, а )~*~и—и0 при и±-*-и0. Поэтому для вы­
числения интеграла (21) полагаем
(41) ^ ( m) = t|)(mo) +  (w—йо)ф1(н), где г|)(и0) =sin  2ф0.

Функция ф,(м)> найденная из формулы (22), не имеет особенности в пре­
делах интегрирования. Подставим выражение (41) в формулу (21) и вы­
числим интеграл от первого слагаемого в формуле (41). Тогда

(42) ,7 . /  Ч 2  • О  1 ^ U n , C t ) + i l n + H 0 g  ,Ф ( а )  =  —  s in  2ф0 In —  ---------------------------- - +
л w(u0t а )+ н 0—и0д

и,

+ — J — “~ Ц°Г г|>,(а)Да.л J w(u, а)
«о

При CT/R-+Q получаем равенство

(4 3 )
~ sin 2ф0
Ф ( а ) = ----------- 1п(а—т)+С , т < а < т ,.

л

Интеграл (25) имеет асимптотическое представление, аналогичное вы­
ражению (16):

(44) Ф0(а)
1

2ni
— [лг*б“ 2,ф0 — ( —л 0 ^ 21<Го]=СОЗ 2ф0.

Интеграл (26) имеет асимптотическое представление, аналогичное выра­
жению (43):

(45) Ф, (а) =  — —— — In (т—а) +С, а < т .тг *
Теперь, используя формулы (40) и (43) —(45), мы получим асимптоти­

ческое выражение для отраженного импульса из формул (30) —(37). Под­
ставляя выражение (40) в формулу (30), находим выражение для боко-
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вой волны:

(46)
т(  1

-2геС=----- |^ , ( а ) й а
- п г) Уг L *  Jr

L L
при —T + —  <2=^24-----.

с с
Выражение (46) также справедливо при некоторых />7'+2Ус, для кото­
рых справедливо равенство (40).

Подставляя выражения (43) —(45) в формулу (33), находим выраже­
ния для р0 и р

(47) p<f= cos 2ф0--------—---------- при
R

R R
- Т + —  < t< T +  — 

с с

(48)
, . „ i f  F{ (a) da R  R

р = sm  2ф0—— I ------------- при — Т+ —  < t< J-r  —
ji R  J а —т с c

- T

Из формул (32), (47) и (48) получаем выражение для отраженного им-

M t-R /c )
пульса:

(49) 71 —  Л П С  /Г А

Ft (t - R / c )
р  C O S  £ ф о

R

где
при —Т+ —  < t< T +  -

C

(50)
. . 1 r (a) da

^ ( т )  =  —
л J a —т

- T

• +  sin 2ф0 

R
R

Интеграл (50) понимается в смысле главного значения.
Подставляя выражение (44) в формулу (36), получаем равенство

(51) р —0 при t>T+R/c.
Подставляя выражение (45) в формулу (37) и учитывая формулы (35) 
и (51), находим выражение для отраженного импульса

(52) p = p ' =  sm2(p0— У (^  R/°)  при %>Т.
л  с

Таким образом, нахождение асимптотического выражения для отра­
женного импульса в области 0>6 по заданному выражению (2), которое 
описывает форму падающего сферического импульса, сводится к вычис­
лению интегралов (46) и (50). Асимптотическое представление отражен­
ного импульса получено при условии cT/R-*0. Это условие должно быть 
использовано в выражении для х¥ (т), найденного при вычислении интег­
рала (50).

Пусть, например, Л( т)  =ехр(—̂ (т+71) ). Тогда из формулы (46) по­
лучаем выражение для боковой волны

Ь к р Щ Н - Г - В Д )  , ф / , +  Г- А  
* m ( l-n 2)VrL* L '  с 

где х=Я/с, п из формулы (50) находим значение Чг (т):

хр(т)= е х р (-М т +Т))[ЕЦи+)-Е Ц и -) ] ,
где Ei(u±) — интегральная показательная функция, u±= \[ i+ T— (R/c) (1=F 
=PcT/R)\; u+=u- при cT/R=0 и ? ( т ) = 0 .
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Если Fi (т) =cos сот и cos соГ=1 sin со7’=0, получаем из формулы (46) 
выражение для боковой волны:

2п sin со (t+T—L/c)
р= '----------------------—-------- , где /с= (о/с.

km(l-n*)1rL*

Из формулы (50) находим выражение для х¥  (т):
XV (т) = —sin сот— (1 /я )  cos сот[ci (со (74-т ) ) —
—ci(co(r~т)) ] — (1/зх)sin coT[si(co(74-x))—si(co(r—т)) ] 
при — Т<%<Т,
Ч' (x) =  (l/n)cos cox[ci(y_) —ci(y+) ] +

(1/jx) sin от [si (i^-) — si(y+) ] при т> 7 \
где si (я) и ci(tf) — интегральные синус и косинус; si(ar) монотонно возрас­
тает в интервале 0<а;<л, ci(a:) монотонно возрастает в интервале 
0<д;<л/2. В выражении для Ч1* (т) при т > Г  и при cT/R-^О полагаем 
v+= v-  на участке монотонного возрастания. При больших v функции si (у) 
и ci(y) имеют осциллирующий характер. Но si(y )—л/2 и ci(y) убывают, 
как 1/у. Таким образом, пренебрегая величиной порядка 1 /у, находим 
значение Чг (т )= 0  для т>'Г и из формулы (52) получаем равенство р = 0 
при t>T+R/c.

Предположим, что соТ1» ! .  Тогда, пренебрегая величинами порядка 
1/соТ*, находим значение Чг (т) = —sin сот при —Т < х< Т  и из формулы (49) 
получаем для р выражение

n cos сот . '  sin сот cos[ со (t—R /с) +2ср0]
Р =  cos 2ср0------ ------- sm 2ср0------— < = ----------- ---------------- ,

£1 И.
совпадающее с выражением для отраженной волны при гармоническом 
излучении.
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