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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ДИСПЕРСИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ 
ДЛЯ АНАЛИЗА РАССЕЯНИЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН

К р ы л о в  В. В .

Рассмотрены вопросы применимости теории дисперсионных соотно­
шений для анализа рассеяния поверхностных волн. С помощью диспер­
сионного соотношения с двумя вычитаниями рассчитал фазовый сдвиг 
коэффициента прохождения рэлеевской волны через препятствие с вер­
тикальными стенками; эта задача не поддается прямому аналитическому 
рассмотрению. Приведено сравнение результатов с известными данными 
экспериментов.

Изучение рассеяния поверхностных волн на неоднородностях, свобод­
ной границы твердого тела имеет важное значение для сейсмологии, 
ультразвуковой поверхностной дефектоскопии, акустоэлектропики и физи­
ки поверхностных явлений [1—7]. Большая часть аналитических исследо­
ваний по рассеянию поверхностных и объемных волн выполнена с по­
мощью первого приближения теории возмущений. Это объясняется значи­
тельными трудностями, которые возникают во втором приближении даже 
для гладких периодических неоднородностей [8, 9]. Если же говорить об 
одиночных препятствиях, то для них второе приближение вообще не мо­
жет быть получено аналитически ввиду того, что в координатном простран­
стве известные аналитические выражения для поверхностного тензора 
Грина справедливы лишь в дальней зоне излучения [4, 6]. Между тем 
некоторые эффекты второго приближения оказываются существенными и 
их необходимо учитывать при расчете ряда устройств, использующих рас­
сеяние поверхностных волн. Сюда относится прежде всего эффект измене­
ния фазы поверхностной волны при ее прохождении через препятствие, 
играющий важную роль в резонаторах на поверхностных волнах [10—12]. 
Определенное значение имеет также существующее во втором приближе­
нии отражение поверхностной волны от периодической решетки, не 
содержащей вторых брэгговских гармоник возмущений [8, 10].

Мощным средством, способствующим преодолению указанных трудно­
стей, является использование общих закономерностей процессов рассея­
ния, не зависящих от конкретной физической природы препятствий. К та­
ким закономерностям относятся, например, законы сохранения для 
рассеяния, которым сейчас уделяется повышенное внимание [13—15]. На­
ряду с законами сохранения важную роль в теории рассеяния играют дис­
персионные соотношения, связывающие действительные и мнимые части 
функций, характеризующих рассеяние [16, 17]. Если законы сохранения, 
проявляющиеся в унитарности 5-матрицы [15], обычно вытекают из од­
нородности рассеивающей системы во времени, то дисперсионные соотно­
шения следуют из другого общего принципа — принципа причинности, 
приводящего к аналитичности 5-матрицы или однозначно связанных с пей 
амплитуд рассеяния в области комплексных волновых чисел. Насколько 
нам известно, эти вопросы применительно к рассеянию поверхностных 
волн в литературе не обсуждалцсь.

Мы обсудим некоторые аспекты применения теории дисперсионных 
соотношений к анализу рассеяния поверхностных волн, акцентируя вни­
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мание па характерных для этого случая особенностях, и приведем пример 
конкретного расчета с их помощью величины фазового сдвига коэффициен­
та прохождения рэлеевской волны через препятствие с вертикальными 
стенками.

Как и при рассеянии объемных волн в неограниченном пространстве, 
условие причинности для поверхностных волн означает, что при падении 
на неоднородность ограниченного волнового пакета соответствующий рас­
сеянный волновой пакет не может появиться в точке наблюдения, распо­
ложенной на большом расстоянии г от рассеивателя в направлении (для 
определенности будем рассматривать двумерную задачу), раньше некото­
рого времени t0, необходимого для прохождения пакета от рассеивателя 
до точки наблюдения. Следствием этого факта оказывается аналитичность 
амплитуды рассеяния / RR(n, ф, кя) как функции комплексного волнового 
числа kR в некоторой области комплексной плоскости кп [16, 17]. Здесь 
индексы «/?» означают, что выписанные величины относятся к рэлеевской 
волне. Однако все полученные выводы будут справедливы и для поверх­
ностных волн других типов. Нетрудно показать, что, как и в случае рас­
сеяния объемных воли в неограниченной среде, наибольший интерес с 
точки зрения применения дисперсионных соотношений представляет ам­
плитуда прямого рассеяния поверхностной волны, характеризуемая значе­
нием ф=0. При этом в запись условия причинности не входят форма и 
размеры препятствия, следовательно, соответствующие дисперсионные со­
отношения, обусловленные аналитичностью /кп(я, 0, kR) справедливы для 
любых рассеивателей и имеют наиболее фундаментальное значение. Для 
краткости в дальнейшем будем вместо /ял(я, 0, кп) писать просто /RR(&)- 
Нетрудно убедиться по аналогии с [17], что из условия причинности 
следует аналитичность функции /RR(&) в нижней полуплоскости комплекс­
ного переменного к. Для ответа на вопрос о существовании дисперсионных 
соотношений нужно еще исследовать асимптотическое поведение f Rn(k) 
при к-+<х>. Пусть рассеивающее препятствие представляет собой выемку 
на поверхности твердого тела. Тогда при больших вещественных к вели­
чина /ял(ft), очевидно, описывает дополнительный фазовый набег при оги­
бании препятствия рэлеевской волной и, следовательно, представляет со­
бой функцию экспоненциального роста. По этой причине непосредственно 
к fnn(k) дисперсионные соотношения неприменимы. Этот факт не являет­
ся, однако, большой потерей, так как на практике обычно интересуются не 
самой амплитудой рассеяния вперед, а связанным с ней коэффициентом 
прохождения рэлеевской волны if*r= l + / RR(fc), модуль которого легко 
определяется экспериментально или же сосчитывается с помощью опти­
ческой теоремы [15] по известным \КГС} и |Х„|, где Kref и K v — соответ­
ственно коэффициенты отражения и объемного рассеяния. В этом случае 
естественно рассмотреть дисперсионные соотношения для модуля и фазы 
аналитической функции АГ/Г (А:) [17]. С этой целью проанализируем вы­
ражение
(1) G(k) = In K lr(k) =1п |K tr (k) | +iQ(k) ,
где 0(/c) — фаза коэффициента прохождения. Тогда

Kir(k) =ехр [In |Kir(k) |+й)(Л) ].
Поскольку величина Ktr(k) аналитична в нижней полуплоскости комплекс­
ного переменного к , функция G(k) также аналитична в этой полуплоско­
сти везде, за исключением возможных нулей K tr(k), которые могли бы 
привести к логарифмическим особенностям у G(k).  В соответствии с об­
щей теорией [17] K tr(k) может иметь нули только на вещественной оси. 
Из физических соображений, однако, следует, что К 1г(к) не обращается 
в нуль и на вещественной оси (разумеется, это не относится к / RR(&), 
равной нулю при /с=0). Рассмотрим теперь асимптотическое поведение 
G(k) при Очевидно, G(k)=0(k) .  Поэтому к функции G(k) не при­
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менимы простейшие дисперсионные соотношения тина Крамерса — Кро- 
нига, для существования которых необходима квадратичная интегрируе­
мость G(k).  Не справедливы также и соотношения с одним вычитанием. 
Однако дисперсионные соотношения с двумя и более вычитаниями остают­
ся в силе. В частности, дисперсионное соотношение с двумя вычитаниями 
имеет вид
(2) G (к) =G(k0) 4- ( к - к 0) G' (к0) -

( к - к 0)2 л°С (/с') - G  (к0) -  (к'—ко) G' (к0) dk'
л i J ] Т ( к ' - к 0)2 (к1—к)

— оо

где к0 — некоторое вещественное значение /с, а интеграл понимается в 
смысле главного значения но Коши. Отметим, что знак перед интегралом 
в формуле (2) отличается от знака в работе [17], так как функция G(k) 
аналитична в нижней полуплоскости к. Взяв действительную и мнимую 
части от выражения (2), нетрудно получить два соотношения, связываю­
щие UeG(&) и ImG(fc).  В частности, взятие мнимой части с учетом (1) 
дает интересующее нас дисперсионное соотношение, выражающее 0(A) 
через значения In \Klr(k) | на вещественной оси

0 (к) = 0  (к0) +  (к—к0) 0' (к0) +
(к-ко)2

л
со

f

ln\Ktr( k ' ) \ - l n \K tr( k o ) \ - ( k ' - k 0)[hi\Klr(kQ) \ ] '  dk'
(к'-ко) А'-А

Применим дисперсионное соотношение (3) для оценки фазового сдвига 
коэффициента прохождения рэлеевской волны через препятствие с верти­
кальными стенками. При этом мы воспользуемся известной зависимостью 
|K lr(h/k) |, рассчитанной численными методами [18] в диапазоне 0 
<1. Здесь А=2л/А, a h — глубина препятствия. Поскольку фазовые сдвиги 
для таких препятствий не поддаются расчету с помощью теории возмуще­
ний, а численный расчет фаз существенно более сложен но сравнению с 
расчетом амплитуд и не отличается точностью [18], такая оценка пред­
ставляет значительный интерес.

Выбрав А0= 0 и учитывая, что 0(0) =1п |ЛГ,г(0) | = 0  и 0'(О) =  
=  [1п |ЛГ/г(0) ] '= 0  (последнее равенство является следствием теории воз­
мущений, показывающей, что в первом приближении но к прямое рассея- 
пие от препятствия с вертикальными стенками отсутствует), перейдем от
(3) к более простой записи

(4) 0 (Л)----- {
л. J
к2 ?1п | К,г(к')\

( к 'У (к ' -к )
.dk'.

— О О

Величипу 1п|ЙГ{г(# ) |, где x=h/Xy построенную в соответствии с [18] (см. 
фиг. 1), можно аппроксимировать следующей простой зависимостью:
(5) ln \K tr(x) |= -2 0 * 7 ( l+ 3 * + 4 z 2).
Подставляя это выражение в (4) и переходя к переменной х , получим

20хг г dx
(]+ ЗхЧ ^х ,2) ( х ' -

Для расчета (6) перейдем к интегрированию по комплексной перемен­
ной х ' , воспользовавшись контуром интегрирования, изображенным на 
фиг. 2. Интеграл (6) равеп при этом сумме полувычета в точке х '= х  и

2 fi.?



1,0 Л/л

Фиг. 2
Фиг. 1. Расчетная зависимость модуля коэффициента прохождения рэлеевской вол­

ны через прямоугольную выемку [18]
Фиг. 2. Контур интегрирования на плоскости комплексного переменного х'

вычета в точке # '= #  =  (—3~НУ7)/8, соответствующей корню уравнения 
1+3#/+4#/ 2=0, лежащему в верхней полуплоскости. Таким образом,
<7) 0 (х) «  (22,6#2+62#3) /  ( 1+Зх+Ах2) .
Легко убедиться, что при #<1 0 (#) «22,6#\ Сравнивая это выражение с 
экспериментальной зависимостью фазового сдвига [11] 0(ж) =25,2#2, из­
меренной для кристалла У—ZLiNbOa, характеризуемого тем же эквива­
лентным коэффициентом Пуассона (о=0,31), который использовался в 
работе [18], видим, что согласие очень хорошее. При х>1  сдвиг фазы ко­
эффициента прохождения принимает значение 0 (ж) £*5,56+15,5#. Оба сла­
гаемых допускают при этом весьма простое толкование. Действительно, 
5,56 (рад) — это, очевидно, сумма фазовых сдвигов, возникающих при про­
хождении рэлеевской волны через четыре прямых угла прямоугольного 
препятствия [19, 20], а 15,Ъх — дополнительный линейный фазовый набег, 
обусловленный огибанием препятствия поверхностной волной. Из простых 
геометрических соображений следует, что последний равен 2й /с=4яА« 
«12,5#, что хороню согласуется со значением, рассчитанным с помощью 
дисперсионного соотношения. Приведенный пример показывает, что па 
первый взгляд различные параметры, характеризующие рассеяние по­
верхностной волны, оказываются связанными между собой соотношения­
ми вида (2) —(4), вытекающими из принципа причинности. Эти соотно­
шения позволяют не только полностью восстановить функцию G(#), или, 
что то же, К (г{х) и fHR{x) по известной зависимости действительной или 
мнимой частей, как это делалось выше, но и пользоваться для этой цели 
различными предельными случаями (в соответствии с настоящим обсуж­
дением) и качественными соображениями.

Укажем здесь еще на одни факт, характерный для рассеяния поверх­
ностных волн, а именно на несимметричность функции 1п|/Г|г(ж)| и 0(#) 
относительно изменения знака х  (см. (5) и (7)). То же самое, разумеется, 
относится к действительной и мнимой частям амплитуды рассеяния. Как 
известно, в случае рассеяния однородных волн действительные и мнимые 
части амплитуд рассеяния или их модули и фазы являются соответственно 
четными и нечетными функциями частоты [17]. Можно показать, что для 
поверхностных волн это в общем случае не имеет места вследствие нару­
шения трансляционной инвариантности пространства, обусловленного 
наличием границы. Похожая асимметрия проявляется и в нарушении чет­
ности коэффициента затухания рэлеевской волны, распространяющейся 
вдоль трехмерной изотропной шероховатой поверхности [5—7] (см. также
[21]).  При этом затухание в длинноволновом пределе пропорционально
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or’, где со — круговая частота, и не удовлетворяет известному для однород­
ных волн свойству симметрии коэффициентов преломления п(со), харак­
теризующих затухание и дисперсию, п(—со) =/г*(о>) или Ие/г(—со) =  
=Rew(co) и Im п (—со) = —Im /г(со) [16, 17]. Заметим, что закон ~со5 для 
затухания рэлеевской волны наблюдался экспериментально в работе [22] 
оптическими методами. Применительно к дисперсионным соотношениям 
вида (2) описанное нарушение симметрии вызывает некоторые затрудне­
ния, заключающиеся в невозможности перехода к интегрированию по фи­
зической области частот со>0 [16, 17]. Простейший способ преодоления 
этих трудностей состоит в аппроксимации зависимостей, используемых в 
дисперсионных соотношениях, аналитическими функциями при о > 0  и в 
последующем их аналитическом продолжении на нефизическую область 
о)<0. Именно такая процедура и была проделана в приведенном примере 
расчета фазового сдвига коэффициента прохождения рэлеевской волны.

Автор глубоко признателен В. А. Красильникову за постоянное внима­
ние и интерес к работе, а также Л. М. Ереховских и участникам руково­
димого им семинара за полезное обсуждение.
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