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КАРТИНА ВЕРТИКАЛЬНОЙ РЕФРАКЦИИ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН
В ГИДРОАКУСТИКЕ МОРСКОГО ШЕЛЬФА 

(модельный эксперимент)

К у з н е ц о в  В. К .

В прибрежной полосе шельфа п условиях изменяющейся в зави­
симости от расстояния от берега глубины моря паряду с горизонтальной 
рефракцией нормальных волн, описанной нами ранее, на характере 
распространения подводного звука сильно сказывается вертикальная ре­
фракция нормальных волн. Она обусловливает затухание нормальной вол­
ны вследствие излучения звука в подводный грунт при прохождении нор­
мальной волны через неволноводную зону. Приводятся теоретические дан­
ные и экспериментальные картины, снятые на модели, подробно описы­
вающие это явление.

Термин «вертикальная рефракция нормальных волн» вводится здесь 
впервые для обозначения еще не описанного гидроакустического явления. 
В наших ранних работах было обнаружено в эксперименте на модели и 
подробно исследовано теоретически [1] гидроакустическое явление ре­
фракции нормальных волн в горизонтальной плоскости, обусловленное 
изменением глубины моря с расстоянием. (Впоследствии в работах аме­
риканских авторов это явление получило название «горизонтальной ре­
фракции» 1 [2].) Поскольку до сих нор рассматривалось распространение 
нормальных воли в волноводных зонах, где роль вертикальной рефракции 
пренебрежимо мала по сравнению с ролью горизонтальной рефракции, то 
не было и необходимости вводить в употребление слова «горизонтальная» 
и «вертикальная». Положение меняется, как только мы приступаем к рас­
смотрению волновой картины в неволноводной зоне, где главную роль 
начинает играть вертикальная рефракция, приводящая к изучению нор­
мальной волны в подстилающее полупространство [Я]. Таким образом, 
для полного описания распространения подводного звука в море перемен­
ной глубины необходимо рассматривать как горизонтальную, так и верти­
кальную рефракции нормальных волн.

Характерно в этом отношении распространение в морском шельфе, 
смоделированное нами в лабораторных условиях. Для определенности мы 
взяли модель клиновидного шельфа как наиболее типичный в гидроаку­
стике вариант. Основные черты полученной при этом картины характер­
ны и во всех других случаях при условии достаточно плавного изменения 
глубины моря с расстоянием. ТТо прежде чем приступить к рассмотрению 
экспериментальных картин, необходимо привести несколько общих теоре­
тических результатов [4].

В волноводпой зоне клина г>гт профиль нормальной волны /%,(рср) 
можпо представить синусоидой, в пространстве — экспонентой:

1 Название «горизонтальная рефракции» является неопределенным, поскольку 
в гидроакустике известна другая горизонтальная рефракция, обусловленная изме­
нением акустических параметров воды в горизонтальной плоскости и никак не свя­
занная с изменением глубппы моря и волноводпым распространением звука. Здесь 
же речь идет о рефракции пормальных волн.
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(1 ) F m (w )= s  ш(Лф, 0 < ф ^ ф ; Fm(\x ср) =
=sin  |лФ ехр[—fxt (ф—Ф) ], ф>Ф.

Здесь г, 2, ф — цилиндрические координаты, изображенные на фиг. 1, Ф — 
угол наклона дна, величина р определена дисперсионным уравнением
(2) }хФ=тп—arctg Zp/y&V^l—гс2)—р2, т = 1, 2, . . . ;  г>гту

Z=pj/p>l — отношение плотностей, n = k j k <  1 — отношение волновых чи­
сел воды и подводного грунта. Граница волноводной зоны определяет- 
формулой г=гт =  (2 т— 1) я/
/2/сФУ1—гс2. Вертикальная рефрак­
ция нормальной волны в волно- 
водной зоне проявляется в опуска­
нии профиля нормальной волны 
по мере приближения к границе 
волноводной зоны т—vт и в росте 
его экспоненциальной части в по­
лупространстве. На самой границе 
зоны нижний максимум профиля 
опускается на дно. Все это обус­
ловлено сдвигом фазы при полном 
отражении, нашедшем здесь свое 
выражение в арктангенсе диспер­
сионного уравнения (2).

Хорошо известно, что сдвиг 
фазы при полном внутреннем от­
ражении можно представить как
результат смещения отраженного луча вдоль границы раздела сред из-за 
его углубления во вторую среду [5]. Поскольку здесь угол падения луча 
Бриллюэна ф приближается к критическому углу %=arcsin п по мере 
приближения к границе волноводной зоны r= rm, растет и сдвиг фазы при 
его отражении от подводного грунта и углубление в полупространство, 
что и проявляется в виде роста экспоненциальной части профиля нормаль­
ной волны. Все это — и ход луча Бриллюэна в клине, и изменение профиля 
нормальной волны — схематически изображено на фиг. 1.

Угол падения луча Бриллюэна на границу ф=сопз1 определяется фор­
мулой
(3) i|)=arccos \i/kr.

В волноводной зоне вертикальная рефракция проявляется в деформа­
ции профиля несущественным образом, и если нормальная волна отража­
ется в результате горизонтальной рефракции, не доходя до границы вол- 
поводной зоны, ее профиль восстанавливает свой первоначальный вид по- 
мере удаления от неволноводиой зоны. Распространение в конечном итоге 
происходит без потерь на излучение в полупространство, его характер 
определяется в основном горизонтальной рефракцией, действительным* 
значением волнового числа нормальной волны:
(4) km= k y i—\x£/ k V = к  sin ф.
В неволноводной зоне г<гт отражение на границе сред ф=Ф пеполно, 
величина р становится комплексной, профиль нормальной волны в клино 
0^Ф <ф  теряет вид стоячей волны и описывается таким выражением:
(5) F'm (цср) =  | (pep) | ет, |F m(n<p) | =Vshz p+sin2 а, 

tg r]= ctg  аср tg Рф,
а в полупространство излучается преломленная волна. Комплексная ве- 
личина р определена комплексным дисперсионным уравнением, которое
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получается из уравнения (2) путем аналитического продолжения в об­
ласть неволноводных значений г<гт:

/ v  1 f 2 m - l  г  V u 2- A V ( l - w 2)
( 6 )  p = a + i p  =  — { - у  я - i A r t h  [ — -------- -----------------J  } ,  m =  1 , 2 , . . .

Записанное через параметр ф (3) оно принимает простой вид:

(6а)
1 г 2m—1

р = а + ф =  —  | — - —  я —г A r th
Утг2—sin2 ф

i n COS If
jjl m 1» 2,....

В разделенном относительно действительной а  и мнимой £ частей виде 
уравнение (6) переходит в систему двух уравнений:

(7а)
1 г 2т—I У2/{аУД-[ *]+ВУД+[ ]}

а  -  /lM c tg ---------- -Й Р = Я ------------- }
(76) р = - ‘/ 2ф  A rth

V2 /{аУЯ+[ ]—рУД—[ ]} 
lzM2+R

[ ] = а 2—р2—&2г2(1—/г2) ; Д=У[ ]*-4а*р*; Л Р=а2+р*.
Решая систему уравнений (7) методом последовательных приближе­

ний, мы сравнительно просто получаем действительные и мнимые части 
собственных чисел нормальных волн в неволноводной зоне клиновидного 
шельфа. В случае шельфа произвольного изменения глубины моря Н(у) 
с расстоянием от берега у дисперсионное уравнение имеет аналогичный 
уравнениям (2), (6) и (7) вид:

( 66)

\хН (у ) = т л —arc tgi
Ур.2—&2(1—/г2)

г>гту

1 г 2 m -1
ц= а+ гв  =  ———-< I------ *л —

Н ( у ) \ ‘ 2

-  г A rth
У и2—sin2 ф

1 cos ф

(7 в)
1 г 2т -1

Н{у) 1 2

(7г)
Р“  2 Н (у )АЛ"

| ,  m = l,2 , ...,cos»|i=p//e, r< rm,

я —‘Л arctg
V2l{aVR-[  ]+рУ7?+[ ]} 

l2M"--R ' }
У2/{аУД+[ ]—рУЛ—[ ]} 

ГМ2+П 1

Л = у[ ]* -4а2р2, f ] = а 2—р2—А2(1—гг2) , Д/2= а 2+р2,
arctg в уравнении (7) берется в пределах (—л, + л) в соответствии с сигна­
турой дроби. Профиль нормальной волны в атом случае имеет вид Z=  
=sin pz, где z — координата по вертикали. Говоря о распространении не­
взаимодействующих нормальных волн в шельфе с произвольным измене­
нием глубины, следует иметь в виду, что на характер изменения глубины, 
т. е. на функцию Н(у), налагается при этом условие достаточной медлен­
ности изменения с расстоянием, известное в физике как условие адиаба- 
тичпого изменения. Применительно к данном задаче это условие можно 
представить в наглядной форме: любой участок распространения нор­
мальной волны, на котором укладывается несколько циклов луча Брил- 
лхоэпа, можно аппроксимировать отрезком клина. В гидроакустике шельфа



это условие выполняется по крайней мерс в большинстве случаев. Заме­
тим, что система уравнений (7) полезна и для расчета комплексных собст­
венных чисел неволноводных мод в случае моря постоянной глубины Н. 
Волновые числа нормальной волны во всех этих случаях тоже ком­
плексны:

кт =  к' +  ik"mi

km =  - j= -  V  V  (**r* — a* +  P‘)e. +  .40*^ +  (/c2r2—  a 2+  p2),
у

(86) km =  - L -  V V (**Te -  a2 +  P2)2 +  4<z2p2 -  (A*r2—a'2 +  p2).
|/  2r

Мнимая величина km" , коэффициент затухания нормальной волны в 
клине, учитывает потери на излучение в полупространство, так что, грубо 
говоря, мнимая часть кт представляет вертикальную рефракцию, дейст­
вительная — горизонтальную. На фиг. 2 приведены графики зависимости 
от г величин р, кт\  кт", кт в одной из типичных гидроакустических ситуа­
ций — песчаное дно, 1=2,7, тг=0,83, с небольшим наклоном Ф. Для опре­
деленности взято Ф=3°, звуковая частота /=100 Гц, порядок нормальной 
волны т = 2. Коэффициент затухапия кт"  быстро растет с уменьшением г,

„ 2 т - 1и на критическом расстоянии от оерегаr=rh=t—̂— р л  становится равным
2/сФ

действительной части кт'. С точки зрения лучевых представлений в этом 
месте луч Бриллюэна падает на границу раздела сред ср=Ф под прямым 
углом ip=90u и, отражаясь, начинает свой обратный ход в волноводную 
зону. Характерным для графика кт является существование точки пере­

гиба на границе волноводной зоны г=гт, где
dkm
----- =  U, как* это видно из
dr

фиг. 2. Общий вид выражения, описывающего структуру плоской нормаль­
ной волны в клине в ВКБ-приближеыии, такой:

](9) Cmr ,,3Fm(iiср) (kmz—cos2 Yo) “7‘ exp j i J  (km'+ikm")d$

Интеграл в экспоненте берется по криволинейному контуру в плоскости 
(г, z) вдоль траектории луча нормальной волны. Константа Ст — спек­
тральный множитель спектра нормальных волн, возбуждаемых конкрет­
ным источником,
(10) cos 4o=COS Оо sill ф(г0),
где г0 — координата источника плоской волны, О0 — угол выхода волны из 
источника относительно береговой линии. Если г0 велико, то При
•Оо=90° контур интегрирования в экспоненте обращается в прямую линию, 
и интеграл берется по г.

11а фиг. 3 изображен график экспоненты D (г) =ехр

нормальной волны второго порядка, распространяющейся перпендикуляр­
но берегу, О,,=90° и последовательность профилен с учетом этого затуха­
ния, т. е. графики функции /5’(рф)/)(г). По форме профилей видно, что 
гидроакустические приемники звукового давления в неволиоводпой зоне 
лучше всего располагать на л не, где звуковое давление принимает наи­
большее значение. Во всех этих расчетах за основу брались пулевые при­
ближения а и р :
. . .  . 2л?г—1
(11а) a « a 0 =  r— я,  т=2,

2 6 9



(116) Р*Ро
г

Эти приближения тем точнее, чем выше порядок нормальной волны.
Из графиков видно, что волна затухает практически полностью, не до­

ходя до точки поворота, которая совпадает в частном случае # 0= 90° с. 
критической точкой г=гк. Так что отражения «от берега» в волноводной 
зоне практически отсутствуют в этом случае. В общем случае О0̂ 90° 
коэффициент отражения «от берега»

г
, F=exp |̂ — J  кт"  ds .

TmJn
Интеграл берется вдоль всего отреза траектории луча нормальной волны, 
расположенного в неволноводной зоне, от границы волноводной зоны г=  
=гт до точки поворота г=гп и обратно от точки поворота до границы вол­
новодной зоны:

• 2m—1
гп =  — ——:----- я.

2кФ sm То

Для углов To^arccos п волна отражается «от берега», не заходя в не­
волноводную зону и, следовательно, V=i.  Расчет преломленной в полу­
пространство волны основывается на представлении нормальной волны в 
клине волной Вриллюэна, испытывающей преломление на границе ф=Ф 
в неволноводной зоне [4]. Угол падения if, определенный формулой (3), 
становится комплексным здесь из-за комплексности р, однако в нулевом 
приближении он получается действительным, так как р„=сс„. Здесь мы 
приведем лишь один из характерных результатов расчета — параметриче­
скую систему уравнений каустики, образованной в полупространстве пре­
ломленной плоской волной:

±уУ.гС12 sin2 Та—Гт2 (1—nz) + yi- п 2Угт2- х  о2 (х —х0) =0, 

(1—Пг) (х—х0) (rm2—2x02+xz0)+y2x0 sin2 Т о = 0 ,

х , // — декартовы координаты, изображенные на фиг. 1, параметр х0 есть 
координата места преломления луча, касающегося каустики в точке {хуу). 
Каустика плоской нормальной волны — цилиндрическая поверхность. В пе­
ресечении ее с плоскостью z=const получается замкнутая кривая с тремя 
точками возврата: точки О,, 0 ?, 0 3 на фиг. 1, координаты которых хь, уь

к к' к" Кт,нт*нт
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определяется формулами:

3rm2x04 sin2 Yo—2х06 sin2 'Уо—гт6 (1—и2)
rm2x»3(n2- cos27o) - ■

(126) уь =  ±  / Т = 7 ?  _  V ) .

• У  IrJ, (1 — «2) (Г2т — Хо2) — 2х04 sill2 Го] "

‘ ~ ’ I (п2-  cos2 ус) i* — r«,(l — /г2) (rfn +  х„г) +  2j 0« sin* у»)
r2mxо3 (/г2 — cos2 Уо) sin у0

Значения параметров в этих формулах надо взять такими:
(12в) *о,= гт ; Хог=Хм=гтМ (1-/г2)+У (1—п2) (1—/г2+3 sin2 fo)/

/УЗ sin у0.

Хотя мы приводим здесь расчеты для клиновидного шельфа, но таким 
же методом рассчитываются и все другие случаи достаточно плавного 
изменения глубины моря II(у)  с расстоянием. Ход лучей Бриллюэна 
(угол я|)) определяется формулой (66) на основе решения дисперсионного 
уравнения (66), (7в), (7г). Изображенные на фиг. 4 каустики рассчитаны 
для упоминавшейся гидроакустической ситуации: /=2,7 г/см3, гс=0,84, 
Ф=3°, т = 2, /=100 Гц, у0=90, 50, 40°. Нижняя ветвь каустики, обозначен­
ная сплошной линией, образована преломленными в полупространство 
лучами прямой волны, верхняя, пунктирная ветвь — мнимыми продолже­
ниями в верхнее полупространство преломленных лучей отраженной «от 
берега» волны (прошедшей точку поворота). Верхняя ветвь каустики 
мнимая. Практически интересен участок нижней ветви Ои 0 2. Он обозна­
чает границу тени в преломленной волне, поскольку в этот сектор полу­
пространства за пределы каустики приходят лишь очень слабые лучи 
«отраженной от берега» волны. Кроме того, общая волновая картина вы­
глядит так, что как будто нижний максимум профиля нормальной волны 
волноводной зоны сходит в полупространство на границе г=гт и распола­
гается вдоль участка каустики О,, 0 2, а здесь идет вдоль фокального 
луча х02. Этот луч проходит через точку возврата каустики 0 2 как через 
фокус (см. фиг. I) и обозначает ось характеристики направленности пре 
ломленной волны в полупространстве. С осью у он образует угол

(13а) Q=arccos V (rm2—х022) ( 1—п2)/хогп

или в проекции на плоскость z=const угол

(136) Q,=arccos y(rm2- x 022) ( l—riz) /х0̂ п 2—cos2 у .

Из всего этого напрашивается определение траектории вертикальной 
рефракции нормальной волны в плоскости z=const как линии расположе­
ния нижнего максимума ее профиля в волноводной зоне, продолженной 
в полупространство по участку каустики Ои О, и далее по проекции фо­
кального луча .г-02, как изображено на фиг. 1. Эта траектория дает нагляд­
ное представление об общем характере явления и хорошо прослеживается 
на наших экспериментальных записях.

Эксперимент проводился на двух разного рода моделях, описаппых 
ранее [3],—натуральной и аналоговой. В натуральной модели клиновид­
ная область заполнялась четыреххлористым углеродом, «полупространст­
во»—водой, так что /г=0,84, Z=l,7 г/см3. В аналоговой модели использо­
валась лишь вода, роль границы раздела сред <р=Ф играла граница между 
двумя плоскими волноводами различной толщины hu /г2, состыкованными 
в одной плоскости. Клиновидная область бралась в волноводе большей
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толщины А,, чтобы приведенный показатель преломления п был меньше 
единицы. Из расчетов следует /г=А2/А,. Дисперсионное уравнение для ана­
логовой модели получается из уравнения (б), если положить и нем п=  
= h J h u / = 1. Угол падения волны Бриллюэна ф, граница волноводной зоны 
/*=/*», и угол fo рассчитываются по формулам cos \f=pA2/nr, rn,=  (2m—1)А2/
/2ФУ 1— v0=arccos л/АА,, а каустика — по формулам (12), где надо взять 
л=Л2/  А,.

На фиг. 5—8 приведены экспериментальные картины. Это растровые 
осциллограммы, снятые в плоскости z=const для нормальных волн раз­
личных порядков — первого, второго. Преимущественное возбуждение 
одной нормальной волны порядка т достигалось подачей синусоидального 
сигнала на цепочку излучателей со сдвигом фазы на л между соседними 
излучателями. Излучатели располагались в полноводной зоне по профилю 
нормальной волны в его максимумах (места расположения излучателей 
обозначены кружками). На фиг. 5, я, 6, а иллюстрируются случаи полного 
отражения «от берега» волны путем горизонтальной рефракции, когда 
4o<arccos и, п волна не выходит за пределы волноводной зоны. Здесь 
вертикальная рефракция не играет заметной роли, и в полупространстве 
нет преломленной волны. Сканирование поля при записи этих растроа

Фиг. 5



Ф и г. 6



в пределах клина проводилось вдоль координаты ср (вернее, вдоль хорды 
угла ф, которая при малых ф почти совпадает с дугой), так что каждая 
отдельная строка растра есть график профиля нормальной волны. По­
этому все, что было сказано в теоретической части об изменении формы 
профиля в зависимости от г, здесь получает наглядное подтверждение.

На фиг. Г), 6, 6, б, 7 представлен случай 'у0>агссоз п, когда нормальная 
волна заходит в неволноводную зону и преломляется в полупространство. 
Общий ход преломленной волны согласуется с теоретической кривой — 
траекторией вертикальной рефракции, как это видно из фиг. 7.

В гидроакустической практике обычно имеют дело с ситуациями, когда 
источник возбуждает сразу несколько нормальных волн. Этот случай 
представлен осциллограммой фиг. 8  (натуральная модель; на ней клино­
видная область осталась за кадром, потому что тонкая перегородка между 
водой и четыреххлористым углеродом на линии ф=Ф  не позволяла рас­
пространить сканирование и на эту область). Стрелками указаны границы 
волноводных зон /\„, т = 1 ,2 ,  3 ,4 , Г>, места «выхода» в полупространство 
нормальных волн (мод) различных порядков. Клин, следовательно, рабо­
тает как модовый анализатор. Траектории вертикальной рефракции у нор­
мальных воли различных порядков, но определяемых одним и тем же 
направлением распространения — углом подобны друг другу и отли­
чаются друг от друга лишь своими масштабами. Поэтому преломленные 
волны всех порядков имеют одну и ту же направленность в полупростран­
стве, и это видно из приведенных здесь осциллограмм. Общая для всех 
нормальных волп направленность в заданной ситуации определяется по 
формулам (13).

Из всего сказанного здесь легко видеть, какое место в гидроакустике 
шельфа занимает вертикальная рефракция нормальных волн. Полученные 
результаты могут быть использованы в различных гидроакустических 
исследованиях, а также в исследованиях геофизических, где применяется 
акустический зондаж слоистых структур.
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