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ИМПЕДАИЦЫ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С УЧЕТОМ ИНЕРЦИИ ВРАЩЕНИЯ

И СДВИГА

Ш ейдеров Е .  Л .

Получены выражения для расчета импедапцев колебаний умеренно 
тонкой упругой сферической оболочки с учетом инерции вращения и 
сдвига поперечных сечений.

Результаты расчетов сравниваются с результатами, полученными 
без учета указанных эффектов. Показано, что влияние инерции враще­
ния и сдвига увеличивается при увеличении номера моды колебаний.

При решении задач, связанных с излучением звука упругими оболоч­
ками и дифракцией на них, необходимо иметь выражения для механиче­
ских импеданцев оболочки, соответствующих отдельным модам осесим­
метричных колебаний \  Для сферической оболочки импеданцы определе­
ны в работе [1], причем при их выводе были использованы моментные 
уравнения равновесия [2].

Выражения для импеданцев, полученные на основе этих уравнений, 
являются достаточно точными в случае тонких оболочек при kji< . 1 (к„ — 
волновое число изгибных волн в оболочке, h  — ее толщина) и при не 
очень больших номерах мод колебаний, когда длина пространственного 
периода в данной моде больше длины изгибной волны. Однако в некото­
рых приложениях (например, при вычислении полюсов комплексных 
функций, возникающих при применении преобразования Ватсона к ря­
дам, определяющим излучение звука оболочкой) приходится вычислять 
импеданцы колебаний на частотах, лежащих вблизи критической частоты 
для пластины равной толщины.

Известно, что значение критической частоты для стальной пластины 
в воде, вычисленное по простейшей теории изгибных волн без учета инер­
ции вращения и сдвига, отличается от истинного значения на 22%. В ука­
занной области частот необходимо использовать импеданцы, вычисленные 
с учетом инерции вращения и сдвига. Разумеется, всегда остается воз­
можность рассматривать оболочку как упругий сферический слой произ­
вольной волновой толщины и найти на основе уравнений теории упруго­
сти точные выражения импеданцев в виде определителей, состоящих из 
сферических функций Бесселя. Однако вычисление таких определителей 
при комплексных значениях индекса указанных функций и небольшой 
волновой толщине оболочки возможно лишь с помощью достаточно боль­
ших ЭВМ.

Уравнения движения сферической оболочки в перемещениях с учетом 
инерции вращения и сдвига приведены в работах [3 ,4]. Мы воспользуем­
ся уравнениями движения в форме, записанной в работе [5], где учтены 
дополнительные члены.

1 Заметим, что для решения указанных задач даже при неосесимметричном воз­
буждении достаточно иметь выражения для импеданцев осесимметричных колебаний.
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Эти уравнения имеют следующий вид:
qW

Aw+^w+AY+a^ Д ¥ = -
ц/гх2 ’

Д Ч '+а.Ч '+а4и>+а,У =- + + Л Д 2,
Eh

(1 ) A F+a6y + a 7i^+a8xF =0,

Л Я 2ДЙ+<29й + а 10Г=- 

ДГ+а1,Г+а12й=0.
\xh

Здесь и далее введены следующие обозначения: g, pQ, р9 — составляющие 
внешней нагрузки, т. е. силы, действующей па единицу площади в г-, 0- 
и ф-нанравлениях соответственно, 0, ф — полярный и азимутальный углы 
сферической системы координат соответственно, р — модуль сдвига, Е — 
модуль Юнга, рм — плотность, о — коэффициент Пуассона, H u h  — радиус 
XI толщина оболочки соответственно, х 2 — коэффициент сдвига, обычно 
принимаемый равным п2/ 12 или 7 6 [6]; w, и0, и9 — составляющие смеще­
ния в ?-, 0-, ф-нанравлениях соответственно, ро и ^  — углы поворота по­
перечных сечений в соответствующих направлениях; Чг, Q, У, Г, Ри Р2 — 
потенциалы смещений и нагрузки, определяемые следующими соотноше­
ниями:
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Коэффициенты системы (I) имеют следующий вид:

д2
a i

1+о +  рм^Д2
= 4(4

a5 =  - y ( l - a )  ( l

-)■р 9is 
tf2PM *i(l-a2) д‘-

(h
Щ

i+
2 l+o
x2 1 - о /

X2

p jp  9'
6 (.ix2 d f

E

У

а*
a/,= l+ a + ( l—о)

\  /г2 £  9 f  /

a7= —6(1—o)
x2P !

a8

a9= 2 —x2 — Рмй1

а п = 2 - -

P
12x2fl2

=  ( l - o )  (
6 kzR-

Kl
pMfl2 92 

(i d f )■

h2

92 р.мй2 92
— , r t10= X 2 (  1 -  — — •—
dp \  6(i dt
pJ?zZ 2( l - o 2) 92

d f

У

E

a ,2
12x2/?2 2p„(l—о2)й 2 9;

£ d f

301



К , = 1 +

д = дг
д& ctg О

12 Л2 ’ 
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20Л2 ’
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Первые три дифференциальных уравнения (1) образуют систему, не­

зависимую от других. Исключая из этих уравнений Y  и XF, после гро­
моздких преобразований получим дифференциальное уравнение шестого 
порядка, связывающее радиальное смещение и нормальную нагрузку q:

— «угловая» часть оператора Лапласа.

(2) A3w+i\Azw+nAw+r3w=—
Л2

цйх: (Д*5 +г*Дд+г5д) +

Л2(1—о2)
+ — Eh Ч а2Д2Л —г.ДР,).

Коэффициенты определяются следующим образом: 
i\= a t+ а3+ а6—а,—а2а4,
г2= а |а в—агЩ йв+а,^—атаз+азаб+щав+агОбв-—05^8.
Гз—0-i (йзОо—0^0$) ,
г4= а 3+ав,
Гь — О'ъйъ—
7'б =  #8— Й2#6,

ДР. — (•sin0 \ )■

Заметим, что коэффициенты а ,—а,2 являются, вообще говоря, операто­
рами, так как они содержат производные по времени. Так, например, 
величины г2 и Гз — операторами шестого порядка.

Запишем теперь уравнение колебаний в установившемся режиме. Для 
монохроматических колебаний коэффициенты а*, входящие в уравне­
ние (2), приобретают вид

2 / 1+0 К м г \  2 1+о
в‘ х2 \  1 - а  2 Г  а2_ 1 х2 ! ^ ’

а3

2
, ч /  уг K tx t2 \ и*

=  (1—а)  ̂1 — — +  —y ~)> в*= 1+ о+ (1 -о )— ,

«5= -^-(1 -а) ( 1 + - у х ,2 У  а6=  (1—о) 1---- ^  +

а , = - ( 1 - о ) + ,  а8= (  1 -а )  ( +  +  Ж,2) ,

) •

где х,2= рисо2Д2/ц  — квадрат волнового числа для волн сдвига.
Пусть на оболочку действует осесимметричная радиальпая нагрузка q, 

которая может быть представлена в виде разложения по полиномам Ле­
жандра:

(3 ) q =  ^  q * P n (cos 6).
л—О

Представим радиальное смещение w аналогичным рядом

(4) Ш =  У, Ю „РП (cos 0).
п—О
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Определим модовые удельные механические импедапцы оболочки Z„ 
в виде отношении амплитуд нагрузки н колебательной скорости для соот­
ветствующих мод колебаний:

(5) Z . ------Р - .
— l(i)Wn

Подставив разложения (3) —(5) в уравнение (2) и учитывая, что
(6) APn(cosO)=—n(n+ l)P n (cos0),
получим следующее выражение для удельных механических модовых ии- 
педанцев оболочки, учитывающее инерцию вращения и сдвиг иоперечных 
сечений:
(7) Zfl= —шЛ/ф„,
где Л/=рмй, £п — безразмерная величина, определяемая выражением

х2 п3(п+1)3—г1п2(п+\) \ г2п(п+ 1)— г3 
Xt nz (n + i)z—rkn (гс+1) +г5

Формулу для определения импеданца без учета инерции вращения 
и сдвига, приведенную в книге [1], можно записать в виде

( 9 )

где

Лш п ъ(гс+1)3+n2( n + l ) zg i + n ( n + l ) g 2 + g 3
-  ■ *  t
хар2 -n (n + l)+ g k

g\=3~~' (#П|)2“Ь З +  о), g2= ( i - o 2- x up2)/h iR} 
ёГз=(яир2+ 1 -о )  (xnpz- 2 - 2 o ) /h ut1 g ,= xnv2+ l-o ,

Па фигуре приведены результаты расчетов но формулам (8) и (9). 
При /г=0, 1, 2, 3, 10 штриховая и сплошная кривые, соответствующие 
расчетам по формулам (8) и (9), сливаются. На горизонтальной оси на­
несены две шкалы, одна из которых соответствует значениям kllvR, а вто­
рая Л/Д, причем волновое число для волн изгиба в пластине /с/ опреде­
лено из уравнения движения пластины в соответствии с [6, 7] с учетом 
инерции вращения и сдвига:

(10) а N II Г ! /* * + /* ■ «2'
—h 2\ 2 кл'пр \ л л

\  V ка + \ 2 /
где

кц 1
/ 0)2рм2(1+о) \

,Л к (
1 Е%г /

/''пр =
/ 0)2рм(1 - о 2) 
\  Е Г

п р Г.
со212(1—а2)р„ \ 1/4

ЕК‘ ) •

— волновые числа волн Рэлея, изгибных волн без учета инерции враще­
ния и сдвига и продольпых волн в топкой пластине соответственно.

Зпачепия волновых размеров, при которых величины £п обращаются 
в нуль, являются резонансными. Анализ соотношений (8) показывает, что 
при /г»1 имеется два типа резопа.псов, один из которых связан в основном 
с изгибпыми колебаниями оболочек, а другой — с продольными. Эти ре- 
зопансы возникают при выполнении условий
(11) k / R ^ n y /спрЯ«/г.
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Импедапцы для различных форм колебаний упругой сферической оболочки из стали 
с параметрами: /г/Я=50, £=21012 гсм/с2, р=7,8 г/см3, о=0,3. 1 — расчет по формуле
(9), 2 — но формуле (8), 3 — по формуле (17), причем к„ определено без учета инер­
ции вращения и сдвига, 4 -  то же, но к„ определено с учетом инерции вращении и

сдвига по формуле (10)
Заметим, что в оболочке двойной кривизны, строго говоря, невозмож­

но разделить изгибные и продольные колебания (как, например, в пла­
стине или цилиндрической оболочке), так как изгиб оболочки неизбежно 
приводит к растяжению средней линии и возникновению продольных 
смещений. Однако при больших номерах мод колебаний взаимодействие 
между изгибными и продольными движениями уменьшается, и прибли­
женно можно говорить об изгибных и продольных колебаниях по отдель­
ности.

Из фигуры следует, что кривые, вычисленные но формуле (8) для 
гг=50, 100, пересекают ось абсцисс в точках, близко совпадающих со зна­
чениями, даваемыми (11), в то время как кривые, вычисленные по фор­
муле (9), дают завышенные значения резонансных частот. При малых 
значениях п кривые, рассчитанные по различным формулам, практиче­
ски совпадают.

Интересно также сравнить значения импеданцев, рассчитанные па 
основании теории оболочек и вычисленные простейшим образом исходя 
из уравнений плоских пластин.

Импедапцы изгибных и продольных колебаний пластин по отношению 
к силе, распределенной по поверхности по закону exp (/fcr.sinO) (т. е. по 
отношению к нагрузке в виде волны, бегущей вдоль пластины), опреде­
лены в работе [8].*

Полный входной импеданц на поверхности пластины £ пл можно легко 
определить, даже не решая уравнений движения. Для этого следует вос­
пользоваться известным выражением для коэффициента отражения зву­
ка А от пластипы, лежащей на границе раздела среды и вакуума:

Za» - z l l)

=рс/cos 0 — волновой импеданц среды.
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С другой стороны, для коэффициента отражения справедливо выра­
жение

ZZav- Z l l) {Z+Zaр) 
ZZnp+Z“> (Z+Znp) ’

которое получается из формул (32.21) работы [1], если положить импе- 
данц второй среды равным пулю. В выражении (13) Z и Znp — импедан- 
цы изгибных и продольных колебаний пластины соответственно. 

Сравнивая выражения (12) и (13), получим

Zn л —
ZZ u p

Z+Z п р

т. е. полная проводимость пластины складывается из проводимостей на 
продольных и изгибных колебаниях.

Как известно, импеданц пластины

Z =  — ——  = —т М  ( 1 —.—-  sin4 0 \
—i(ow0 \ ка /

по отношению к нагрузке q=q0exp {ilex sinO) определяется из уравнения 
движения пластины Д2—kaiw=q/g, где g — цилиндрическая жесткость, 
путем подстановки w=w0 exp {ikx sin 0).

Теперь будем считать, что пластина изогнута по сферической поверх­
ности, по локальные механические свойства ее совпадают со свойствами 
плоской пластины.

Введем угол 0=a;/fl, где х — координата вдоль поверхности, и опреде­
лим импеданц по отношению к нагрузке q=qnP7l(cos 0).

Подстановка в уравнение движения пластины смещения в виде w=  
'=ivnPn{cosG) с учетом соотношения (6) приводит к результату

п2(п+1)2 \2=-“ (ь мг)'
Таким образом, импеданцы по отношению к нагрузке P n(cos0) в ука­

занном приближении можно получить из выражений для импеданца по 
отношению к нагрузке exp {ikx s\n 0) формальной заменой

sin 0
Vn{n-\-1) 

kR
Это связано с тем, что импеданц определяется величиной, характеризую­
щей быстроту изменения нагрузки вдоль конструкции. Параметром, ха­
рактеризующим степень изменения нагрузки, является длина следа вол­
ны на поверхности. Для плоской волны эта величина зависит от к s inO, 
а для собственной функции в виде полинома Лежандра —от У'n{n+ i)/R . 
Поэтому при указанной формальной замене сохраняются и выражения
для импедапцев.

Аналогичный результат получается и для импедапцев 
колебаниях. С учетом этой замены из формул (32.5) и
[1] найдем

п2{п-\-\)2
(15) * — W fC - t - 1 -------

на продольных 
(32.9) работы

z -  т  t  
Z-p“  coMl-0*) W

 ̂ n{n+1)
"  ( f e n p / ? ) 2  

1—2a n{n+1)
1—a (fcnp/?)2
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В выражении (15) в качестве ки можно использовать также значение 
А /, определенное по формуле (10). Подставляя (15) и (16) в (14), по­
лучим

Za:i=

_ J ______

4 Спр

Значения, рассчитанные по формуле (17), показаны на фигуре. Вол­
новое число для воли изгиба, входящее в выражение (15), при этом вы­
числялось как без учета инерции вращения и сдвига (треугольники на 
фигуре), так и с учетом этих эффектов по формуле (10) (кружки на 
фигуре). При больших номерах мод колебаний (гс=50, 100) значения, 
вычисленные по формуле (15), хорошо совпадают с результатами, полу­
ченными по теории оболочек, причем, как и следовало ожидать, кружки 
и треугольники хорошо ложатся на кривые, рассчитанные по формулам
(8) и (9) соответственно. При малых номерах мод колебаний результаты 
расчета по формуле (17) не согласуются с результатами, полученными по 
теории оболочек, так как при малых номерах становится несправедливым 
разделение колебаний на изгибиые и продольные.

Таким образом, выражение (8) является более точным по сравнению 
с выражением (9) примерно в такой же степени, в какой уравнение Ти­
мошенко — Миндлина уточняет обычное уравнение изгибных колебаний. 
Можно полагать, что выражение (8) справедливо по крайней мере в диа­
пазоне, где возбуждаются лишь первая симметрия и антисимметричная 
моды волн Лэмба, т. е. при к,)ь<2 (к, — волновое число для продольных 
воли). Однако окончательно определить границы применимости получен­
ных выражений можно будет к дальнейшем путем сравнения с резуль­
татами. полученными на основе представления оболочки как упругого сфе­
рического слоя произвольной волновой толщины.
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