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МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ЗАДАЧЕ
ФАЗОВОГО СИНТЕЗА АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ

Ж у к о в  В . Б . ,  С изиков  В .  С .

Синтез антенной решетки с известным амплитудным распределени­
ем колебательной скорости элементов по заданной амплитудной харак­
теристике направленности реализован численпым методом с примене­
нием нелинейного программирования. Определены межэлементные рас­
стояния и фазы элементов, обеспечивающие аппроксимацию характери­
стики в области главного лепестка и минимизацию уровня бокового 
поля при фиксированной длине антепны. Приведеп пример расчетов.

Смешанная задача синтеза антенны по заданным требованиям к амп­
литудной характеристике направленности п известному амплитудному 
распределению возбуждения (задача фазового синтеза антенны) принад­
лежит к  числу задач, представляющих большой интерес для практики.

При решении задачи фазового синтеза антенной решетки унификация 
устройств возбуждения при равномерном амплитудном распределении 
колебательной скорости элементов позволяет упростить систему возбуж­
дения при обеспечении высокого уровня излучаемой мощности. Снижение 
уровня бокового поля при этом может быть достигнуто за счет пеэквиди- 
стантного размещения элементов в пределах заданных размеров.

Поставленная задача является, вообще говоря, мпогоэкстремальной, 
что снижает эффективность аналитических методов исследования. Для ее 
решения в последнее время широко используют различные численные 
методы. Рассмотрим результаты применения перспективного численного 
метода — математического программирования, задача которого в общем 
случае формулируется как задача минимизации целевой функции F(x)  
на множестве ограничений {#<}. В качестве х в поставленной задаче сле­
дует понимать вектор межэлементных волновых расстояний и фаз элемен­
тов антенной решетки х= {х0, . . . ,  xN, ф0, . . . ,  ф*}.

Решение задачи фазового синтеза антенной решетки будем искать 
в следующей постановке.

Для заданной амплитудной нормированной характеристики направ­
ленности .Do(6) линейной эквидистантной решетки из ЛЧ-1 изотропных 
излучателей осуществим аппроксимацию характеристики в секторе углов 
()е [0ь 02] и минимизацию уровня боковых лепестков в области 
0^[О, 0t), (02, л] при условии, что снижение уровня излучения в направ­
лении основного лепестка не превышает заданной величины «<?». Аппрок­
симация заданной характеристики в области 0 е [0 1э 02] и минимизация 
уровня боковых лепестков должны быть реализованы за счет подбора фаз 
ф«, п = 1, 2 , . . . ,  N и координат ху п = 1, 2 , . . . ,  N  элементов неэквидистант­
ной линейной решетки с равномерным амплитудным распределением, 
имеющей ту же длину, что у исходной эквидистантной решетки при усло­
вии, что волновые межэлементные расстояния удовлетворяют соотно­
шению

xn—x n- ^ d y w =l, 2 , . . . ,  N.
4
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Здесь а — заданная величина, которую в расчетах принимаем равной 
0,25 волнового межэлемептиого расстояния t  исходной эквидистантной ре­
шетки для обеспечения конструктивной реализации антенны.

Для элемента с номером гс=0 можно положить ^о=0, ip0:=0. Задание 
нормированной характеристики направленности обусловлено тем, что при 
заданном амплитудном распределении колебательной скорости невозмож­
но управлять максимальным значением синтезируемой характеристики 
с помощью фазового распределения в раскрыве [1].

Математическая задача формируется как следующая задача нелинейно­
го программирования: найти
(1) min ^ ( 0; {я„,1|>»})

n = 0 , . . . , N

при наличии ограничений
(2 )  gi>0, t = 1, 2 , . . . ,N ;  gN+i>b; ж0= 0 ;  xN=Nt; ф 0= О ,

полагая, что допустимая область изменения определяется условием 
if>ne  [0, 2л ] .

В этих выражениях обозначено
(3) gi—Xi—Xi-i—d, i= 1, 2, . . .
а величины / ’(б; {хп, of*}) и gN+i при среднеквадратичной аппроксимации 
заданной характеристики направленности имеют вид

0а
(4) ^(0; {хп^ п } ) =  [ [^ (eJU C R ea /^ + ^ J^ C Im ^ /X iV + l) )2]

n=0,....N l  J
0 . 5

0i п
- D 0(0)}sin e dQ +  ( J +  j  ) qS (0) [ (R e«V(ДН-1)) 2+

o ea

+  (Im и/ (iV+1))2]0-5 sinOdO

0a
(S) g'K+i= J g 12(0 )[(R en /(iV + l))2+

0.
0a

+  (Im к / (TV+l) )2]sin0 <20 J  (0)s in 0 dQ

— при чебышевской аппроксимации заданной характеристики направлен- 
пости:

(6) п =  Гтах||в/(Д Н -1) | - Д , ( 0) |,  0е [ 0„ 0г]; 
nio"’.» 1тах |п /(Л Ч -1)|, 0<=[О,0i), (0г,я],

( 7 )  g w + i =  |  В  I cos 8= q/  ( 2 V + 1 ) ,

где <?i (0), g2(0) — весовые функции, регулирующие точность аппроксима­
ции заданной характеристики на участках [0,, 02] и ГО, 0,), (02, л ], cos0= 
а — направление компенсации характеристики направленности

» =  ^ е х р [/(д ;п cos 0—-фп) ] — обозначение.
п = О

В практике проектирования антенн нередко используют частный слу­
чай оггисанпой постановки задачи, в котором считается заданной в пре­
делах основного лепестка 0е [ 0, 02] характеристика направленности 
Оо(0) линейной эквидистантной решетки из 7V+1 изотропных излучате­
лей с равномерным амплитудным распределением, и необходимо теми же 
средствами, что и ранее, минимизировать уровень боковых лепестков в об-
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ласти 0^[О, 04), (02, л] при условии, что снижение уровня излучения в 
направлении основного лепестка не превышает заданной величины «в».

В соответствии с такой постановкой задачи заданная характеристика 
направленности имеет вид

sin[0,5 (iV+1) i (cos 0—а) ]
---, 0^4^1,02.1,

(8) А, (6) =
sin [0,5^ (cos 0—а) ] 

О 0е[О ,0,), (02, л],
где

0t= arc cos [2n/(N+i)t+a] , 02=arccos [—2я/(ЛЧ-1)Н-а]. 
При этом вместо выражения (6) используют следующее:
( 9 )

*40; {*«»1>»})e max
»—М...N

Л
(iV +l)-1 ^  ехр Цхп

711=0
0е [0 ,60 , (02, л ].

Среди известных итерационных методов условной и безусловной ми­
нимизации для решения задач минимизации с ограничениями в теории 
оптимизации признан весьма эффективным вычислительным средством ме­
тод штрафных функций [2]. Этот метод удобен тем, что структура огра­
ничений (т. е. способ их задания, линейность или нелинейность, гладкость 
или пегладкость) не играет принципиальной роли при решении задачи 
минимизации. Кроме того, этот метод может начинать работу из точки 
х(0) (начального приближения к решению), которая может не принадле­
жать допустимому множеству (g j .  В результате применения метода ис­
ходная задача минимизации с ограничениями сводится к последователь­
ному решению задач минимизации без ограничений (безусловной мини­
мизации), причем решения безусловных задач образуют последователь­
ность, сходящуюся к решению исходной задачи.

Последовательность безусловных задач строится следующим образом. 
Рассматривается функция
(10) L {k) (х, г<к))=Р(х)+Ф(г<к\  g,(x)),

к= 0, 1 ,..
где г(А) — параметр, Ф(г(й), g ,(x ) )—штрафной член, который в процессе 
минимизации функции F(x)  препятствует выходу точки х за границу до­
пустимой области или, наоборот, приближает ее к границе, если она уда­
ляется. Это достигается за счет выбора функции Ф(г(Л>, g*(x)) таким об­
разом, чтобы при приближении к границе допустимой области (т. е. при 
gi-*-0) эта функция стремилась к бесконечности и была ограничена во 
внутренних точках {g J .

Последовательность r{h) выбирается так, чтобы г<А)-*-0 при к-**». В ча­
стности, можно положить
(11) г<°>=1, г<Л>=г<Л“1>/с, 
где /с—1, 2, . . . ;  с>  1.

Воспользуемся вариантом метода с внутренней штрафной функцией
*+i

(12) L<*>(0; {ж»,"фп}; r{k)) = F (0; {*„,*„})+r<*> Y i / g „
А=0,1,— п—0,...,ЛГ
п—0,...,*Г

в котором для конкретности положим в последовательности (11) с=4.
При минимизации функции (12) минимизирующая последовательность 

не выходит из {g,} в силу свойств функции 1/gi (именуемых барьерны­
ми), которые «отталкивают» минимизирующую последовательность от 
границы {gi}.

369



г

Фиг. i. Разность координат Д z=  
~ k ( z n> иэ-Zn, а) элементов неэпвиди- 
стантной и эквидистантной решеток в 

зависимости от номера элемента

Фиг. 2. Разность фаз нэ-фп, э
элементов неэквидистантной и экви­
дистантной антенных решеток в зави­

симости от номера элемента

Выбор начального приближения х(0) производится, как правило, из 
физических соображений. В том случае, когда указать допустимую точку
х,0> из физических соображений не удается, применяется процедура при-, оолиженного ее построения на основе минимизации суммы ограничении, 
которые не выполняются в произвольно выбранной точке х ' (см. [3]).

Для решения полученных задач безусловной минимизации функций 
L (k) (х, г{к)) применим метод сопряженных градиентов [2], который близок 
но скорости сходимости к наиболее эффективному среди методов оптими­
зации — обобщенному методу Ньютона (методу Ньютона — Рафсопа), по 
требует значительно меньшего объема вычислений.

Метод сопряженных градиентов строит минимизирующую последова­
тельность, начиная с начального приближения х(0), по правилу

(*>.x ^ ==xo - i)+ x .s o-i>? i = i i  2 , . . . ,

где Xi и s(0 — соответственно шаг и направление минимизации (спуска) на 
г-й итерации.

На начальной итерации принимают
(13) 8(0)===_ Г (Х(°)).

После нахождения Я» из решения задачи

(14) F (x (l>) =  min
0 =S?i<co

направление минимизации на г-м шаге определяют в виде 
(15) s<0——F '(x (i)) + s<i_1) \\F' (x(<)) || Z//\\F' (x<i-° ) ||2.

Таким образом, метод сопряженных градиентов состоит в последова­
тельной минимизации по формуле (14) вдоль направлений, которые нахо­
дятся по формулам (13), (15). Счет прекращается, как только градиент 
станет достаточно малым, т. е. ||F '(x (i)) |[<е, где е> 0  — параметр метода.

В качестве примера была рассчитана двадцатиэлемеитная антенная ре­
шетка с компенсацией главного максимума характеристики направлен­
ности в направлении а= 0,3. При определении характеристики направлен­
ности в соответствии с выражением (8) волновые межэлементные рас­
стояния равнялись г=0,6я. Главный максимум характеристики был огра­
ничен углами 0,=62°42' и 02=81°53/.

На фигурах 1-КЗ и в таблице представлены результаты решения зада­
чи аппроксимации заданной характеристики направленности, получен­
ные при минимизации функции (9). При решении задачи в ограничении 
снижения уровня основного лепестка в форме (7) был принят коэффици­
ент 0,9.
3 7 0



3(B)

Фиг. 3. Характеристики направленности: 1 -  
заданная, 2 -  синтезированная

Применение описанного метода минимизации с ограничениями позво­
лило перейти от эквидистантной решетки к неэквидистаптной с фазовым 
распределением в раскрыве, обеспечивающим компенсацию характеристи­
ки направленности в направлении а = 0 Д  Амплитудное распределение 
сохраняется равномерным. Межэлемептные расстояния в центральной 
части неэквидистантной решетки имеют меньшие значения, нежели в ис­
ходной эквидистантной, и увеличиваются по мере удаления к краям ре­
шетки до значений, превышающих межэлементные расстояния эквиди­
стантной решетки.

Полученные значения межэлементных расстояний подчиняются огра­
ничению (3) при d=0,25£, обеспечивающему возможность реализации 
конструкции с учетом конечных размеров элементов.

В соответствии с ограничением xN= N t длина расчетной неэквидистант- 
иой решетки не превышает длины эквидистантной, имеющей заданную 
характеристику направленности D.

В таблице показаны волновые координаты и фазы элементов исходной 
эквидистантной и расчетной неэквидистаптной антенных решеток. На ос­
новании этих данных на фиг. 1 построен график разности волновых коор­
динат элементов неэквидистантной и эквидистантной антеннах решеток л 
зависимости от номера элемента. На фиг. 2 построен график разности фаз 
элементов неэквидистантной и эквидистантной антеннах решеток в зави­
симости от номера элемента.

Тип Неэквидистант­
ная Эквидистантная Тип Неэквидистант-

ная Эквидистантная

п hzn, нэ V  НЭ к2п , э ^ п ,  д п hzn, НЭ ’РпГпо * * п /  Э ^п , :)

0 0 0 0 0 10 18,85 5,6G 18,85 5,65
1 2,79 0,74 1,88 0,56 14 20,29 6,10 20,73 6.22
2 5,09 1,57 3,77 1,13 12 21,78 6,62 22,62 0,78
3 7,30 2,20 5,65 1,70 13 23,32 7,01 24,50 7,35
4 9,30 2,73 7,54 2,26 14 24,92 7,49 26,39 7.92
5 11,09 3,32 9,42 2,83 15 26,00 7,99 28,27 8,48
6 12,77 3,82 11,31 3,39 16 28,40 . 8.58 30,16 9,05
7 14,36 4,30 13,19 3,96 17 30,39 9,11 32,04 9,61
8 15,90 4,76 15.08 4,52 18 32,60 9,74 33,93 10,18
9 * 17,39 5,21 16,96 5,09 19 34,90 10,56 35,81 10,74

11 20 37,70 11.31 37,70 11,31
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При формировании характеристики направленности неэквидистаптнос 
расположение элементов с разрежением к краям решетки эквивалентно 
введению в эквидистантную решетку амплитудного распределения, спа­
дающего к краям. Уровень боковых лепестков при этом более чем в 2 раза 
ниже уровня бокового поля эквидистантной решетки с равномерным воз­
буждением и составляет 10% уровня главного максимума.

Па фиг. 3 пунктирной линией показан главный лепесток заданной ха­
рактеристики направленности. Уровень бокового ноля заданной характе­
ристики составляет 22% главного максимума и на фигуре не показан. 
Сплошной линией нанесена синтезированная характеристика неэквиди­
стантной решетки, имеющая уменьшенный уровень бокового поля. Глав­
ный лепесток синтезированной характеристики песколько шире, чем у за­
данной.

Таким образом, постановка задачи фазового синтеза антенной решет­
ки, предусматривающая возможность ограниченного изменения межэле- 
мептпых расстояний в пределах фиксированной длины решетки, позволя­
ет аппроксимировать заданную амплитудную характеристику направлен­
ности в раскрыве неэквидистантной решетки с равномерным амплитуд­
ным распределением.

Неэквидистантиая решетка с межэлемеитиыми расстояниями, увели­
чивающимися по мере удаления от центра к краям, формирует характе­
ристику направленности с малым уровнем боковых лепестков аналогично 
эквидистантной решетке со спадающим к краям амплитудным распреде­
лением.

Эффективным методом решения поставленной задачи является мате­
матическое программирование, в рамках которого в зависимости от конк­
ретного метода может быть достигнут глобальный либо локальпый мини­
мумы функции (функционала) рассогласования.

Метод сопряженных градиентов с штрафными функциями гарантиру­
ет возможность достаточно быстрого получения локального минимума, 
обусловленного отсутствием строгой сепарабельности целевой функции 
по искомым величинам х п, г |У казан н ы й  локальпый минимум дает тем 
не менее решение задачи синтеза, удовлетворительное с точки зрения 
практики проектирования антенных решеток с уменьшенным уровнем 
бокового поля.
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