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УДК 534.232ЗВУКОВОЕ ПОЛЕ СИСТЕМЫ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ В ПРИСУТСТВИИ ЭКРАНА ПРОИЗВОЛЬНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ЖЕСТКОСТИ
Л е й к о  А .  Г .

Дано решение задачи об излучении звука системой произвольной 
конфигурации, образованной из конечного числа эллиптических цилинд­
ров с параллельными продольными осями, в присутствии эллиптическо­
го цилиндрического экрана произвольной акустической жесткости.
Для двух частных случаев (плоской решетки с абсолютно жестким эк­
раном и круговой цилиндрической решетки с идеально податливым 
экрапом) приведены результаты расчета углового распределения ампли­
туды звукового поля в волновой зоне.

Пусть в безграничной однородной и изотропной среде с плотностью р 
и скоростью звука с расположена система конечного числа АН-1 бесконеч­
но длинных произвольно ориентированных эллиптических цилиндров с 
параллельными продольными осями (фиг. 1). А из этих цилиндров явля­
ются излучатели звука. На их поверхности задана нормальная состав­
ляющая колебательной скорости, распределение которой по контуру 
эллипсов нормальных сечений цилиндров может быть различным для 
различных излучателей. iV+1-й цилиндр представляет собой акустический 
экран с конечными размерами поперечного сечения, выполненный из ма­
териала с плотностью рм и скоростью звука см.

В математической постановке задача определения звукового поля, из­
лученного системой цилиндров в присутствии акустического экрана с ко­
нечными размерами поперечного сечения, сводится к решению в много­
связных областях скалярного уравнения Гельмгольца относительно давле­
ния ру удовлетворяющего на поверхности цилиндров заданным граничным 
условиям и условию излучения на бесконечности.

В силу однородности свойств среды и цилиндров в направлении про­
дольных осей цилиндров рассматриваемая задача является двумерной. Ре­
шение ее будем осуществлять в эллиптических цилиндрических координа­
тах методом разделения переменных с привлечением теорем сложения для 
эллиптических волновых функций. Необходимые для этого системы коор­
динат и обозначения приведены на фиг. 1.

Граничные условия задачи могут быть сформулированы в виде
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Фиг. 1. Нормальное сечение произвольной системы эллиптических ци­
линдрических излучателей в присутствии экрана

где hi -  коэффициент Ламе; Д(л+|) =  ——  ( i — , qN+l= (k fN+i/ 2 ) \
Ч РмСм\?Ы /

9jv+i =  (&bh/.y+i/ 2) А: и A„„ — волновые числа среды и материала экрана.
Звуковое иоле, создаваемое в среде системой излучателей в присут­

ствии экрана, представляет собой суперпозицию полей р3, 5 = 1 ,. . . ,  N, из­
лучения отдельных цилиндров и поля рассеяния pN+1 экрана, причем все 
поля должны определяться с учетом взаимодействия цилиндров, обу­
словленного многократностью процесса рассеяния звука:

w+i

<2) p = ,£ j Pl’
s<= 1

В локальных эллиптических цилиндрических координатах 5-го цилинд­
ра его звуковое ноле ра может быть представлено разложением по эллипти­
ческим волновым функциям, удовлетворяющим условию излучения па 
бесконечности (для временной зависимости е~ш ):

<3)

Р* =  У , IX!,3) ( l s,qs)cen(j]s,qa)+  Y,!s)dnNeil) ( |„  q,)sen(i)s, qa) ],

где и Y n ] — неизвестные коэффициенты разложения, спМе£Ц\л% qs)
и dnNen] д$) — четная и нечетная комбинированные функции Матье 
первого рода п-го порядка, сеп(т|„ qs) и 5еп(т)«, <7.) — четпая и нечетная 
угловые функции Матье п-го порядка.

Звуковое поле р (вн+1) возникающее в материале экрана, выразим в виде 
разложения в ряд но локальным эллиптическим волновым функциям
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A’+ l-ro  цилиндра, не имеющим особенностей в объеме цилиндра:
оо

( 4 )

(ЛЧ.)/'ви —  [ А п Сп ( £ д г + 1 ,  ^ f iV + l )  & £ n  ( л ^ + l »  ( ? W + l )

n —  0

+ b \x )dn*Sen (§iv.|-i, Qn+ i) sen (г]л-+1, #jv+i) ],
4  <W+1) n  (W+i)где Л„ и / iH — неизвестные коэффициенты разложении;

cn*Cen{\N+u q*N+i) и dn"S,en(|w.H, <?/v+1) — четная и нечетная радиальные 
функции Матье п-го порядка.

Для отыскания неизвестных коэффициентов разложений , 7 ^

Л,1^+1) и B„N+1) воспользуемся системой функциональных уравнений (1).
Произведем алгебраизацию этой системы, подставив в нее соотношения
(2)— (4). Для этого выразим звуковые поля (3), заданные в локальных 
координатах своих цилиндров, в координатах цилиндра с номером s. Пе­
ренос систем координат осуществим с помощью теорем сложения для 
эллиптических волновых функций, приведенных, например, в моногра­
фии [1].

Особенностью решения рассматриваемой задачи является то, что зву­
ковые поля, создаваемые системой цилиндров внутри и вне экрана, при­
ходится разлагать по эллиптическим волновым функциям с различными 
значениями параметра q. Для таких значений д угловые функции Матье 
становятся не ортогональными на поверхности цилиндра с номером iV+1. 
Поэтому возникает необходимость в иереразложении угловых функций 
Матье параметров q* и q в ряды Фурье но угловым функциям Матье па­
раметров q и q\

Возможность выполнения этой операции проистекает из условия пол­
ноты и ортогональности систем угловых функций Матье указанных пара­
метров на промежутке (0,2 л).

Формулы разложения имеют вид:
то

С & п  (цл'+ь Л̂'+i) — ЦптСбто (rjjV+l» q N + 1) 1 ^ Q, 1 ,2 , . . . ,
т= О

(5)
оо

5£п (т)#+1, qN+1) &nmsem (t|.v+ i, q x + i)» и-— 1>2, . . . ,
m=»0

где
CO CO

[Urn =  Y ,A < " (qK+i)Ar<m) (qK+,); enm = 7, В™ (дя+ОВ™
r ~  1r  =  0

A rin) (qN+1) и В т (gjv+i)— коэффициенты разложения угловых функций
Матье п-го порядка в тригонометрические ряды Фурье. Умножив левые 
и правые части преобразованных указанным выше образом функциональ­
ных уравнений (1) последовательно па функции ced(r].v+i, g/v+i)>
5е<>(т)*+1, ? n+i), се<>(rp, q*), seo(rp, qs) и проинтегрировав по переменным 
r)iV+1 и гр в пределах от 0 до 2 я, на основании свойств полноты и ортого­
нальности угловых функций Матье, соответствующих одному и тому же 
значению параметра q, на интервале (0,2 я) получим для отыскания не­

известных коэффициентов Х „ ], Yi‘\  A iN+i) и B„N+i) бесконечную систе-
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му линейных алгебраических уравнений:

(6)

JV+1 оо
х г + £  £  {»:*•■' + № '  } -  «?■,

0=1 т=О 
Ôfcs

W  +  1 со

у г + £ £  { « г  х г  + ^ r  У™1 } - & г ,
0 = 1 т=0
0*/-s

JV  со СО

(jv+i) , V  V 1 г (a-JV+l)v (e)_i o<*-w+1) v (I)l j - V 1 (W+1) v (W+,) X q h {ccon X n H Pon Yn CCom X m

(7)
*=i n = 0

N  os

m=»0

oo

где

г . ™ + L Z -
,  < « . * + » )  ( • )  ( « . * + > >  _ r  {^n An +o;0„ Y (N+l) (N + l)

* m
s = l  « = 0  j n = o

s = l , . . . ,W ;  « = 0 ,1 ,2 , . . . ;  0= 0 , 1, 2 , . . . ,

Ctnm — H n Q m n  ('fl’i 6<>,), Pnm H n  Q m n  ( ^ , 5 ;  бол )  »

(8) v T = G ± a) ’j C  (*,•; 6*fl), w T ~ G n ' '  Г С  «М ; 6*.),

( « . * + * >  ( 1 )  /  4aon — (?no (s, yV+1; 6eN+i)

A i N + n  Л 7 - И  r  \  2 c r C e r ( § N + i , g j m )

Д 2 j  Q" {8' N l;6 t"+lK .M e » y ( tl+i,qN+1) ^ • r\
r = 0

 ̂(A.iV+1) „<*+•>'*<•>, s 4=  Hq Qn*> (s, iV+1; 6«n+i)
00

_д(«+и JV+1; 6.*+,)
2crCe?r( |w+i, (/w+i)

c ^ e ^ '( 6 i +1,«N+i)
•i < V > ‘ >

(9)
< * . * + ! >  ( Л ' + i ) '  ( 1 )  .  . . . .  V

i^on —Go 7?nd ( 5 , iV4" 1; 64w+i)

/it
_ д ( Я + 1 ) V  i C  (s,N+l- b t N + i )

2 d r S e r ( i , N + i j  Q n +  t )

r = 0

e<^>,

<•.*+!> (1У+1)' <!) V
i t 7O n  — ^ * 0  H u O  \S} N~i 1 ,  6 s J f + l )

—Д‘- >  V  J C  ( . ,N+ i ;  W )
^ Г Г(^-И ?*+■>

н C) cnCenf q») (ay' dnSen (le0!?*)

<*+»>
aom =

, GKn =2
dnNe^'{ \a \Q .)  ’
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(N+i) dmNem (^jv+i, Qn+i) 
W*m

ДСАЧ-I )  g ( 0 , m )

»'*■” -  £
m=

( ĵy+i, Qn+\)
J СтСет (Гл,+1 9 ;+1)

( 10)

( * , r > E am 
d *
dmSem (ёдг+i, ?w+i)

W* J dm j iV+| )
2n

&mO&rmi

(*)«n ==
icop

яс„Л/е',, '(1Л  5.)
|  *>»(#., q.)hicln(r)„q.)dr\ И

гг

ь Г  =
Шф

2 л

J  Мл«» q.)hlsln(r\.,q.)di\„

разложения эллиптических волно­
вых функций параметра по эллиптическим волновым функциям пара­
метра qs [1].

Регуляризация бесконечной системы уравнений (6), (7) может быть 
произведена аналогично тому, как это сделано в работе [2]. Полученные 
соотношения позволяют вычислить звуковое поле, создаваемое системой 
эллиптических цилиндрических излучателей в присутствии акустического 
экрана эллиптической цилиндрической формы, выполненного из материа­
ла с произвольной акустической жесткостью. Заметим, что в рассматри­
ваемой постановке задача носит самый общий характер благодаря произ­
вольному виду рассматриваемой системы, универсальности геометриче­
ской формы эллиптического цилиндра, позволяющей рассматривать тонкую 
ленту и круговой цилиндр как предельные случаи его вырождения, 
и общему характеру принятых граничных условий на поверхности экрана, 
крайними частными случаями которых являются абсолютная жесткость 
и идеальная податливость этой поверхности.

Рассмотрим некоторые частные случаи.
Определим звуковое иоле, создаваемое в волновой зоне плоской решет­

кой, состоящей из конечного числа идентичных и одинаково возбуждае­
мых эллиптических цилиндров в присутствии плоского абсолютно жест­
кого акустического экрана с конечными размерами поперечного сечения 
(фиг. 2, а). В связи с тем что для абсолютно жесткого экрана Д(1У+,,-*-0,

(ММ-1) (МГ+i) (8.N-И) <«,* + о
матричные элементы , i>«n , w^n упрощаются, а

n (i) f i (1) R (1> Я (1>ЧГпО 7 упЬ , Г1„о , i tn# коэффициенты

(jf+i) (N+i)
а  от и и’от 0, и бесконечная система уравнений (7) принимает вид

(И)

В волновой зоне решетки с экраном, для которой справедливы асимп­
тотические соотношения для комбинированных функций Матье, выраже-

Г "  + £  £  { с 'Г ^ Г  Щ о,
П =о

У оо
Y* +  2 j L  Ы  Хп +Won Yn }=0, # = 0 ,1 ,2 ,. . .

:1 П = 0
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Фиг. 2. Нормальное сечение плоской (я) и круговой цилиндрической 
( б )  решеток эллиптических цилиндрических излучателей в присутствии 

плоского ( а )  и кругового цилипдрического ( б )  экранов

вия (2) и (3) для поля излучения решетки с экраном в круговых цилинд­
рических координатах с центром в точке 0 могут быть преобразованы 
к виду

N

(12) рд (г, ср) =  f ые т - щ \ )  ^  e- 4 s - m  cos v х
S = 1

X
х  Y j  [z »>ce" (Ф — v. Я») +  TnS)sen (ф — V. 9.)] +  

?1=0
/ г __ 1 ]2 ' \ l h

+  ехр Нс -* I— g— 11 +  j- cos (ф — ф1(У+1) X
С О

х  ^  [Х(а +1)сеп (ф, qN+1) +  r « v+1>sen (ф, qN+i)l
П“=0
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Фиг. 3. Угловое распределение нормированной амплитуды звукового поля, созда­
ваемого плоской решеткой из двух цилиндров с параметрами q = 0,25; |°=0,1; 0,3; 
0.5; ^= л/2  в присутствии абсолютно жесткого экрана с параметрами ^v+i=  (kl/4)2; 
£0^1 =0/2; А*'г=0,8л. Кривые половины (а) приведены для kl=n  (1); 1,6л (2); 1,8л
(«?); 2,2л (4)\ 2,6л (.5) и |°= 0 Д  Кривые половины (б) соответствуют k l= i/m

и 5°=0,1 (7); 0,5 (2)

Результаты расчета по формулам (6), (11), (8), (9), (10), (12) угло­
вого распределения нормированной амплитуды звукового поля плоской 
решетки цилиндров в присутствии плоского экрана представлены на 
фиг. 3,4. В связи с симметрией диаграмм излучения относительно оси OY 
кривые приведены в диапазоне углов (90°, 270°). Анализ диаграмм излу­
чения показывает, что наличие вблизи решетки излучающих цилиндров 
абсолютно жесткого экрана с конечными размерами поперечного сечения 
обусловливает появление направления преимущественного излучения ре­
шетки. Степень уменьшения излучения со стороны экрана в большей мере 
зависит от величины волнового расстояния между центрами цилиндров 
в решетке, чем от волновых размеров экрана. Это хорошо видно при сопо­
ставлении кривых фиг. 3, а с кривыми фиг. 4, б.

Расчет первых производился при условии, что волновой размер боль­
шого диаметра эллипса поперечного сечения экрана равен волновому 
расстоянию между центрами крайних цилиндров. При расчете кривых 
фиг, 4, б указанный волновой размер экрана оставался неизменным 
и равным 0,6 длины волны. В этом случае эллиптический цилиндр с но­
мером N+1 трудно представить в роли экрана в обычном понимании этого 
термина. Тем не менее кривые фиг. 3, а и 4,6 имеют со стороны экрана 
практически одинаковый уровень излучения.

Особый интерес представляет характер изменения диаграмм излуче­
ния с увеличением волнового расстояния между цилиндрами решетки.
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Фиг. 4. Угловое распределение нормированной амплитуды звукового по­
ля, создаваемого плоской решеткой из трех цилиндров с параметрами 
д=0,25; £°=0,1; к1=л (1)\ 2л (2); у=0 (а); л /2  (б) в присутствии аб­
солютно жесткого экрана с параметрами <7n+i=1,17; £°=0,2; kh—0,8л

При малых kl увеличение волнового расстояния между цилиндрами со­
провождается обострением основного лепестка диаграммы излучения 
и уменьшением уровня бокового излучения. Начиная с k l= l f i  к  поле 
излучения решеток, состоящих из двух цилиндров, в присутствии экрана 
приобретает некоторые особенности — обострение основного лепестка пре­
кращается, а дальнейшее увеличение kl приводит даже к расширению 
диаграмм излучения. Для решеток с большим числом цилиндров установ­
ленная особенность в поведении диаграмм не наблюдается.

При малых kl существенную роль в формировании поля излучения ре­
шеток вблизи абсолютно жесткого плоского экрана с конечными размера­
ми поперечного сечения играет величина угла наклона ^ больших осей 
эллипсов нормальных сечений излучающих цилиндров по отношению к 
экрану (фиг. 4). При увеличении kl и сохранении волповых размеров эк­
рана эта зависимость ослабевает и проявляется только в области боковых 
лепестков. Увеличение степени выпуклости £° излучающих цилиндров со­
провождается некоторым обострением основного лепестка диаграмм излу­
чения и уменьшением уровня боковых лепестков.

Произведем количественную оценку звукового поля, создаваемого 
в волновой зоне круговой цилиндрической решеткой, образованной из ко­
нечного числа равномерно расположенных по окружности радиуса г„ 
идентичных и одинаково возбуждаемых эллиптических цилиндров, в 
присутствии идеальпо податливого кругового цилиндрического экрана 
(фиг. 2, б) .

Преобразуем бесконечную систему уравнений (7), разделив все ее чле­
ны на мпожитель A(N+1). В связи с тем что для идеально податливого эк-
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Фиг. о. Угловое распределение нормированной амплитуды звукового 
поля, создаваемого круговой решеткой цилиндров с параметрами q=*0,25; 
1-о=0,5; ^=0 (а); п/ 2 (б); *r0=xt, /V=3 (7); 4 (2); 5 (5); 6 (4) в присут­
ствии идеально податливого экрана с параметрами: qs+i =0,0034; |°=3,5

рана рмСм-*0, а Д(*+1>->оо? в бесконечной системе уравнений (7) и ее мат­
ричных элементах (9) остаются только члены, не содержащие Д(*+1). 
Дальнейшие преобразования системы (7) приводят к тому, что она приоб­
ретает вид бесконечной системы уравнений (11). При этом матричные

ни я ми:

(13)

» V On И

< ^ + i ) (1) /
а о п Q n<> (s,N+ 1 ;  6 . w + i ) ,

„ (*.Л'+1) „  С^+1) ~<*> ,  .................= я п Q n o  { s , i V + 1 ;  6 ew + i ) ,

^  ( * + • )
V&n ~ = G n Я п *  {s,N+ 1 ; 6 . * +1) ,

(*,N+ i ) л  (^+1) • <1) ,
W * n =  Gn Я п *  ( s ,N + 1 ; 6 « * +1) :

определяются выраже-

я Г +1,=  2
спСеп(§n+i, 9«-и) /-.(N+i) „ dnSen(%N+i, Qs+if

CnMeWA \ +i,4»+.)
, G» ' =  2

С8



В волновой зоне решетки с экраном выражения (2) и (3) в круговых 
цилиндрических координатах с центром в точке 0 могут быть преобразо­
ваны к виду
(14)

о ,/2 N 00
Р» ('•, ф) =  ( 2 gi<»r-"/’*)| ^  е-.'*г,,со8<Ф-т».)£1 сеп (ф-фо.- f .  «•) +

5=в1 ПиО
СО

+ y n<s)se„({p-cp0.-»f, qs) ]+  ^  [Z„(" +1) сеп(ср, qN+i)+Yn(N+l) se„(<p, qN+i) ]} .
П—О

Результаты расчета но формулам (6), (И ), (8), (13), (10) и (14) 
углового распределения нормированной амплитуды звукового поля кру­
говой решетки в присутствии кругового цилиндрического экрана приве­
дены на фиг. 5. В связи с симметрией диаграмм излучения относительно 
оси OY кривые фиг. 5 приведены в диапазоне углов 0°, 180°. Анализ при­
веденных кривых показывает, что характер углового распределения 
амплитуд звукового поля рассматриваемых решеток в значительной мере 
зависит от количества излучающих цилиндров в решетках, их ориентации 
по отношению к экрану и волновых размеров цилиндров и решеток.

При малом числе излучающих цилиндров и ориентации больших осей 
их эллипсов сечений вдоль лучей 0 0 . (^=0) решетка формирует много­
лепестковую диаграмму излучения. Количество лепестков равно числу 
излучающих цилиндров, а максимумы лепестков располагаются на лучах 
0 0 а для решеток с нечетным числом цилиндров и па биссектрисах углов 
OtOO,+i — для решеток с четным числом цилиндров. Различие в значени­
ях амплитуд давления в экстремальных точках диаграмм излучения тем 
меньше, чем больше количество цилиндров в решетках и чем меньше 
волновые размеры решеток.

Изменение угла f  от 0 до л/2 сопровождается удвоением количества 
лепестков в диаграмме излучения и увеличением перепада между ампли­
тудами давлений в ее максимумах и минимумах. При этом лепестки рас­
полагаются как на лучах OOs, так и на биссектрисах углов OtOOe+ь
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