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К о н я е в  С . И Ф е д о р ю к  М .  В .

Найдена асимптотика характеристики направленности звукового 
поля, излученного вытянутым телом вращения, на поверхности которо­
го задано звуковое давление или нормальная компонента колебательной 
скорости, плавно изменяющиеся вдоль границы, для осесимметричного 
распределения.

Пусть в прострапстве имеется гладкая поверхность вращения 5, задан­
ная уравнением

(1) T = F { т ) ’ - l* z < l  ( ^ ( ± 0 = 0 ) ,

где 0 < F ( t ) < l  при \t\ < 1  и S имеет ненулевые радиусы кривизны в точ­
ках г=0 , z = ± l .  На S задано осесимметричное распределение звукового 
давления

(2) P\s=Po{z),

где р0 — гладкая функция. Звуковое поле удовлетворяет уравнению Гельм­
гольца

(3) (А + к 2) р = 0

во внешности D поверхности S и условию излучения Зоммерфельда:
eikR / 1

(4) ^(г)=/(0,ср)— + 0^—

Здесь (Я, 0, ср) — сферические координаты; в силу осевой симметрии зада­
чи /= / ( 0 ) .

Мы исследуем асимптотику характеристики направленности /(0 )  при 
условиях

(5) i ,  k t>  1, 1,
V

так что тело В  (внутренность S) — вытянутое. Заметим, что величина 2kd 
(максимальный поперечный волновой размер тела В)  может быть и по­
рядка единицы, и большой. Выбор зависимости /;0 от z в виде (2) означает, 
что давление плавно меняется вдоль S.

Применим методы, развитые в задачах обтекапия топких тел вращения 
в гидромеханике и аэромеханике [1—3]. Будем искать решение в виде 
волнового потенциала, сосредоточенного на оси тела:

л  Ы  =  J — V ( т )  dt> R *=  ( * -* )2+r2-
-i  1

Эта функция удовлетворяет уравнению (3) вне S и условию (4 ), так что 
остается путем выбора неизвестной плотности v удовлетворить краевому 
условию (2). Представим TI(v) в виде

dt.

Если z e [ -Z + 6 ,  1—8] ,  где б ч т о  в силу условий (5) первый из этих
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интегралов стремится к интегралу (Ы-+ °°):

а второй — к пулю, что доказывается интегрированием по частям (в пред­
положении, что v — гладкая функция). Следовательно,

П (v) ~niv H ll) (кг),

и из граничного условия (2) находим приближенное значение для v:
Po(t)

v ( t )  = -------------------- »------------------------- — .
'  n iH ^ (kd F (t ) )

Вычисляя асимптотику П (v) при R-*-oо, находим главный член харак­
теристики направленности:

(7)
i *

/о (0) =  —г f е - >к“  
т  J

c o s  О Po(t) - dt.
-1

(8)

H\"(kdF(t))
Если же на- S задана нормальная компонента колебательной скорости 

i др
крс дп

где v0 — гладкая функция, то для /(0 )  тем же способом получаем прибли­
женное выражение

рс
(9) /о(0) . я

j *  g - i b K  c o s  О
V o ( t )

- i H ^ (k d F ( t ) )
dt.

Этот метод обладает тем же дефектом, что и методы, развитые в работах 
[1—4]. Именно потенциал II(v) обращается в бесконечность на кромках 
тела (т. е. при r= 0 , z = ± l )  и потому вблизи этих точек не удается удов­
летворить граничным условиям. В этих работах вблизи кромок тела по­
верхность S приближенно заменяется параболоидом вращения 3,  иссле­
дуется асимптотика соответствующей задачи Дирихле или Неймана для 
уравнения Лапласа во внешности 3  и затем подбирается такое решение 
последней задачи, чтобы скомпенсировать особенность потенциала вблизи 
кромки. Последняя задача настолько сложна, что до сих пор не исследо­
вана ни в математической, ни в физической литературе. В работе [5] был 
предложен другой подход, позволивший избежать эти трудности: при­
ближенное решение ищется в виде потенциала, сосредоточенного на 
отрезке / ,  который целиком лежит внутри поверхности 5, и задача рас­
сматривается в вытянутых сфероидальных координатах. Отрезок I  выби­
рается подходящим образом: например, если S — вытянутый сфероид, то 
/  — отрезок, соединяющий его фокусы. При таком выборе потенциала n (v )  
он не имеет особенностей на S. Этот метод применим и к рассмотренным 
выше задачам и изложен в Приложении ввиду некоторой громоздкости 
математических выкладок. Кроме того, в Приложении показано, что как 
изложенный выше грубый метод, так и изложенный в Приложении приво­
дят к одному и тому же выражению для главного члена функции /(0 ) .

Исследуем формулы (7 ), (9). Если p0{ t )> 0 ,  то | /о (0) | достигает мак­
симума при 0=я/2 , т. е. максимальное излучение происходит в направле­
ниях, ортогональных оси вращения тела; то же самое верно и при v0(t )^0 .  
В других направлениях / о(0) стремится к нулю:

(Ю) /о (0) = 0 ( ( k l l n  (Ы )) -1) (ВФп/2)

при граничном условии (2) и

( и )  / о ( е ) - о « ы ) - * )  (0^ я /2)
при граничном условии (8 ). Действительно, подынтегральная функция
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в формуле (7) сильно осциллирует и не имеет стационарных точек, так 
что основной вклад в интеграл вносят концы t = ±  1 области интегрирова­
ния. Функция Ханке ля II ̂  ведет себя как логарифм вблизи этих точек, 
и оценка (10) следует из [6J, гл. III, задача 1.5. Аналогично доказывается 
оценка (11).

Если kd>  1, то формулы (7 ), (9) упрощаются и принимают соответст­
венно вид

iJ /?0(г)ехр[—i{klt cos Q+dF{t)]dt.
~i

/
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Фиг. 1. По оси абсцисс отложен угол 0 в градусах, но оси ординат -  
величина |/о(0)| в логарифмическом масштабе, при ро—19 kd—2

Далее, несмотря на то что kd:М  по условию (см. (5 )) , эти формулы верпы 
и при kd’C l. Например, формула (9) принимает вид

что совпадает с результатами работы [4].
Были проведены численные расчеты характеристики направленности 

при d/l=0>i; 2< k d < 2 0  для случаев p0{t) =  1 и v0( t ) =  рс. Расчеты проведе­
ны через 1° с точностью 10~5. Результаты расчетов показывают, что 
I/о(9) I имеет резкий максимум при 0 = я /2  йо всем рассмотренном диапа­

зоне частот; с уменьшением частоты боковые лепестки подрастают. Сравне­
ние фиг. 1—4 показывает также, что вблизи 0 = я /2  графики | /о (0) | для 
краевых условий (2) и (7) при наложении их практически совпадают (при 
одинаковых частотах). Ввиду сильной осцилляции подынтегральных функ­
ций участок интегрирования разбивался на 2-4 О3—3-10'* частей.

Приложение

Введем вытянутые сфероидальные координаты (|, ц, ср): x = r coscp, 
y=rsincp, z=h\ц, r=hll  (£2—1) (1—ц2), тогда уравнение (1) можно напи­
сать в виде (см. [5 ])
(П.1) £ = l+ e 2g(r], е) ( -1 < т ]< 1 ) .
Здесь h~l, z~d/l и g > 0  — гладкая функция. Волновой потенциал возьмем
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в виде

1 е'а
U ( v ) =  ^ r ~ - , v (t)dt; Л » - ( 1 - 6 Ч) 3+Го*, H=kh, r0= rh  *.

- i
Заметим, что в отличие от FI(v) потенциал fl(v ) пе имеет особенностей 
на S. Если S — вытянутый сфероид: r2/d2+ z 2/l2= 1, то его уравнение имеет
вид (П .1), где g =  1, h=l/lz—d2, е = 1 —Z(Z2—dz) “ ,/а.

Будем искать решение задачи с граничным условием (2) в виде потен­
циала ft(v ). Соображения, аналогичные тем, которые применялись при

Фиг. 2. График той же величины, что и на фиг. 1, при
ро=1, kd=20

выводе формулы (6), приводят к следующему приближенному решению 
задачи:

(П.2) р (г ) =  — f
ГГ 1 V

ЛкН
р»а) dt.

R  И ' } Ч М ) )

Здесь r02(t) =  (%2( t )—l)  (1—t2) и £ = !(£ ) —уравнение поверхности S. Пока­
жем, что

(П.З) p|s=po+0(ea) (0 < а < 1 )  в области

(П.4) — l+ £ I“a< r i ^ l —е*“а и что
(П.5) p\s= Po+ 0 ( l )

в оставшейся области. Поэтому граничное условие не выполняется прибли­
женно (с ошибкой порядка 0 (1 ) )  лишь на малой части S} площадь которой 
имеет порядок 0 (е а~‘ ) и стремится к нулю при 0 < а < 1 . Следовательно, эта 
часть S мало влияет на характеристику направленности.

я»

Введем обозначения Н { 1 ) = / / 1̂)(/сг0 ( / ) ) ,  г|)= e ihR/R и представим р  в виде

(П.6)

P o(t) До (л ) 1
я ( 0  / /(л) J

Имеем / = / 0—/+ —/ - ,  где интегралы берутся по интервалам (—о о ,  о о ) ,  (1? о о ) г 

(—°°, —1) соответственно. Интеграл / 0 вычисляется явно; оценим инте­
гралы / ± в области (П.4). Воспользуемся оценкой, которая следует из фор­
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мулы интегрирования по частям:

(П.7) J f ( t ) e isw dt
t/

d ( m  ) I ,й • № + m
J dt \ S' (t) / 1 S'(a) S '(b)а а

г сы
Здесь /, 5 —гладкие функции, Im 5 '^ 0 ,S / (^)¥=0 и а<Ь .Имеем / + =  1е'А,Я| — ,

л
•4=е_1(1—£т|), /?i2=^2+ ( r 0( i ) /e ) 2, ki=khe.  Поскольку 1—£г)=1—|+|Х 
X ( l —riJ^Vze1-® и R i~idt=t~'dRh то из оценки (П.7) следует, что

(П.8) \1+\<Сг\

Здесь и ниже все постоянные, не зависящие от /с, d, I, ц, обозначаются 
одной и той же буквой С.

Покажем, что в дополнительной к (П.4) области 
(П.9) |/|<С|1пе|.
Из этой оценки и асимптотики функции # (r j)  при rj—>-1 следует, что функ­
ция 1р0(ц)/Н(ц)  ограпичепа в рассматриваемой области. Ограничимся для 
простоты случаем, когда g =  1, т. е. 5  — вытянутый сфероид. Тогда

(П.10) f ^ -  =  I n C l i n e I 
-1

и (П.9) доказано. Оценка (П.8) для / -  в области (П.4) доказывается 
точно также.

Оценим интеграл / d в области (11.4), в которой имеем | £ (ц) ц | ^ 1 —CV-ct. 
Представим Л в виде / r + / i ° + / i +, где интегралы берутся по отрезкам 
[—1,1ц—р], [|ц—р, |г|+р], [|ц+р, 1] и р = б е1” сс, число б настолько мало, 
что |г)+р<1. Применим к оценку (П .7); в данном случае

/(О  М  t,r\) />«(*) PoOn)
гШ ~ т - % ч ) '  1 m t )  я ( л) '

При t = 1, £=|ц+р имеем \t—|ц|^Се,_а, и так как функция h ограничена,
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го виеинтегральпая подстановка из (П.7) имеет порядок 0 ( г а).  Интеграл 
из правой части оценки (П.7) пе превосходит величины

Первый из этих интегралов есть 0 ( е '1+а), так как функция h ограничена; 
второй также, поскольку он не превосходит величины

С е -,+а d t< C e- l+a.

Такая же оценка выполняется для интеграла I t . Из асимптотики функции 
Хапкеля HtfKx) при ж->+0 следует, что h(t, т|) =  (£—ti)fct(f, ц), где [Л,|<

&Ч+Р
при |i—|r] |<р. Поэтому [/i° l< C e "1+a J

£ л - Р

Из этой оцеп-

ки и неравенства |*— £г]| +  (£—1) |т)|<Я+Се2 следует, что |/2° 
< С г а и потому

(П.11) \1,\ <Се*

в области (П.4). Покажем, что в дополнительной области выполняется 
оценка

(П.12) I ГЛ<С.

Пусть 1—e ^ ^ r i ^ l ;  представим h  в виде I ^ + I Д где интегралы берутся 
по отрезкам [—1 ,1 —Аг'~а],  [1— Аг'~а, 1], А >  1. На первом отрезке имеем 
£г|—1>(%—1)г]+(И —l J e ^ ^ C c 1”06, и интегрирование по частям приводит 
к оценке (П.11) для /Д  Наконец,

что следует из (П.10). Тем самым оценки (П.З), (П.5) доказаны.
Заметим, что применение этого метода дает иное приближение для
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/о (0 ). Например, в случае граничного условия (2) имеем

(П.13) fo (  8) =  Г в- ‘ “ * ^ ------- dt.
I I^ (k d F (t ) )

Покажем, что это выражение мало отличается от (7 ); ограничимся случаем 
вытянутого сфероида. Тогда kl—k h ~ 4 \МЧ~\ и так как знаменатель в фор­
мулах (7 ), (П.13) ограничен снизу, то | /o (0 )-fo (0 ) |<1 при kd2/ K  1.
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