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ИМПЕДАНС СФЕРЫ, ВХОДЯЩЕЙ В СИСТЕМУ ИЗ ДВУХ 
БЛИЗКО РАСПОЛОЖЕННЫХ ОСЦИЛЛИРУЮЩИХ СФЕР

Удалов Г . 13.
Опрсделеп импедапс сферы, входящ ей в  систому из двух располо­

ж енных на малом волновом расстоянии сфер, осциллирующ их в произ­
вольных направлениях. Произведен анализ полученного решения для 
некоторых частных случаев направлений колебания сфер одинакового 
радиуса.

Рассмотрим систему из двух близко расположенных жестких сфер, 
каждая из которых колеблется в произвольном направлении, при этом 
радиусы сфер, а также амплитуды и фазы их колебаний в общем случае 
могут быть различны, и определим импедансы сфер, входящих в эту си­
стему.

Пусть Olx iy lzl и ОгХЩгЪг — две декартовы прямоугольпые системы ко­
ординат с одинаково ориентированными и параллельными соответствую­

щими осями Ozy Оу и Ох, причем оси Oz 
обеих локальных систем координат ле­
жат на одной прямой, проходящей че­
рез начала координатных систем (см. 
фигуру). Введем также сферические 
координаты ср! и г2,0 2, ф2, связан­
ные с декартовыми координатами фор­
мулами x „= r s sin cos <р8, у$=
= r s sin 0 8 sin ф», ze= r 8 cos ft* (5 = 1 ,2 ). 
Пусть центры сфер находятся в точ­
ках Oi и 0 2, при этом сфера 1 соверша­
ет колебания вдоль оси z / ,  а сфера 2 — 
вдоль оси z2'. Направления осей я /  и z /  
заданы в локальных системах координат 
с началами в 0\ и 0 2 соответственно уг­
ловыми сферическими координатами 

ср 1 = р 1 и 02= а 2, ф2=Рг. Отметим, 
что для произвольной точки М прост­
ранства азимутальные углы в обеих вы­
бранных локальных системах коорди­
нат равны, т. е. ф1= ф 2=ф.

Радиусы сфер и амплитуды (в общем 
случае комплексные) скорости их коле­
баний обозначим соответственно ая и v, 
(5 = 1 ,2 ), а расстояние между центрами 
сфер — d. Будем считать, что сферы ко­
леблются по гармоническому закону 

Системы координат ехр («■>*) с одинаковой круговой часто-
той со.

В дальнейшем принадлежность к од­
ной из локальных систем координат будем характеризовать индексом 5, 
а к другой — индексом j  ( 5 ,  /= 1 , 2 ). Временной множитель ехр (ш£) всю­
ду опускаем.

При определении звукового поля в окрестности /-и сферы в первом 
приближении будем пренебрегать полем рассеяния 5-й сферы. При этом 
поле 5-й сферы соответствует ее полю в свободном пространстве. Послед­
нее в системе координат с началом в Ов описывается известным выраже-
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вием для звукового давления

(1) р . ° ( 0 . ) = А Х г) (к г . )Р Л cos#/).
Это решение в иной форме было найдено еще Пуассоном и приведено 
в работе [1 ]. В решении (1) обозначено:

(2) At=-ipcV'/h{Z) (kas);

р, с — плотность среды и скорость звука в ней; h[2) (ж), h[2) (х ) — сфери­
ческая функция Бесселя 3-го рода и ее производная по аргументу; к — 
волновое число звука в среде, &=со/с; Рпт(х ) — функция Лежандра, 
Pi ( x ) = x ;  <►/ — угол между осью z/  и направлением на точку наблю­
дения.

Используя теорему сложения функций Лежандра [2 ], выражение (1) 
может быть записано в виде

(3) р*°(Оа) = А Л [ 2) (krs) [cosa sP ,(cosd e) +
+sin а а cos (ф—(5 Л Л 1 (cos ОЛ ].

Формула (3) описывает акустическое поле сферы с центром в Ов в s-й 
системе коордипат. Чтобы найти составляющую ближпего поля /-й сферы, 
обусловленную излучением s-й сферы, необходимо выражение (3) пред­
ставить в тех же сферических функциях, но в / -й локальной системе коор­
динат. Для этого воспользуемся приведенной в работе [3] теоремой сло­
жения сферических волновых функций для случая r;< d  в форме, соответ­
ствующей представленному на фигуре относительному расположению ло­
кальных систем координат. В результате выражение (3) в у-й системе 
координат примет вид

(4) ps° (O j )= A s cos ash[Z) (kd)P , ( c o s „ ) / 0(кг,) +

+ a . '£ j U(kr}) [cos a sQ O nO i (d, ■b.j) (cos fy) +
П—1

+sin a B cos (ф -рЛ  Qlnti (d, Oti)Pn (cos fy) ],

где j n (x)  — сферическая функция Бесселя 1-го рода; — полярный угол
точки 0 } в системе координат с пачалом в 0 8; коэффициенты QmnPq (й,0*Л 
определены в работе [3]. При выводе соотношения (4) учтено, что

Qfoli (d, Ъ„) =h [2) (kd)Pl (cos Oti) .
Поле сферы, центр которой расположен в Oiy с учетом взаимодействия 

с полем p"{Oj)  (4) может быть представлено в виде разложения по сфе­
рическим волновым функциям в 7-й системе координат. Принимая во 
внимание граничное условие на поверхности /-й сферы, заключающееся 
в равенстве нормальных составляющих колебательной скорости частиц 
среды и поверхности сферы, запишем

(5) pi(0 1) = Pi4 0 s) - A ,
К 2> ^

Xcos a sPn (cos 'О'Л +(>inii (dy Ф«Л sin a* cos (ф—£Л Pnl (cos fy) ] h(Z) (krf).

В формуле (5) слагаемое Pj°(Oj) описывает звуковое давление, созда­
ваемое колебаниями / -й сферы в условиях свободного пространства. Эта 
составляющая излучения /-й сферы определяется выражением (3) при за­
мене в нем s на /. Второе слагаемое в соотношении (5) характеризует рас­
сеянное 7-й сферой поле, создаваемое за счет дифракции волн, излучаемых
5-й сферой.
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Суммарное поле в окрестности / -й сферы составит величину р ( 0 j) — 
=Рш0{О))+р^О}).  Интегральная сила Fj реакции звукового поля p(Oj) по 
направлению колебаний /-;й сферы определится интегрированием величины 
p(Oj) c o s d / по поверхности этой сферы. Выполнив интегрирование для 
импеданса /-й сферы в соответствии с соотношением Zj= F J v i найдем
(6 )  Z)= Z j j+ Z j3 v j  Uj.

Здесь: — собственный импеданс /-й  сферы в условиях свободного про­
странства,

у _  S p c j k a ^ ^  t . 2 + { к а ^

3[4 +(Ая;)4] J 4+(/са;) 4 ’
4

где 5^=4зта/ — площадь поверхности /-й  сферы, Л/;=р —  л а / — масса среды,.
о

вытесненной й сферой; — взаимный импеданс осциллирующих сфер, 
определяемый выражением

(7)
где

(8)

Z ^ Z ^ i i + ъ ) ,

j l (Icaj) h i(2) (кщ) 
h™ (ко,) h™' (ка.)I.i = [созвйГ* (М)+^Л*‘ч (ftd)],( 2 )

Ъ ^ - j i '  (kai)h\2) {kai)/[ji {kaj)h\Z) (fcoj) ], 
cos 0= cos a s cos ccj+sin as s in «j cos({is— pj), 
if= cos  0—3 cos a„ cos aj.

0 — угол между осями z/ и z/, который образуется при параллельном пе­
реносе вдоль прямой OjOs оси z/ до пересечения ее в Oj с осью г/. Отме­
тим, что при преобразовании выражения для к виду (8) были исполь­

зованы формула (2) для Л. и соотношения (d, # ej) = к (0ц (kd) —2кУ] ( Ы ) ,

(?iHi (dy ,$Si)=ho2) (/cd)+A2(2) (Ы ), в которых учтено, что для представленно-
го на фигуре относительного расположения локальных систем координат 
выполняется условие cos2 0^=1.

Рассмотрим составляющие импеданса (6) при 1, т. е. при малых 
волновых расстояниях между осциллирующими сферами.

Собственный импеданс осциллирующей сферы при ка}<  1 приближен­
но запишем в форме Zii=-Rii+iiaM5(\+kza^l2) 12, где /?й=рсяЛ4а//3.

Для взаимного импеданса из формулы (7) в низкочастотном прибли­
жении па ходим

где i?j3=pCH/c4a /aeV3, r j i = ( е /+ е а3) /2, т]2= ( е /+ е / ) / 2 ,  Bj=ajd . Входящие в 
формулу (9) функции cos 0 и ф при выполнении условий а 5= л /2+ п ,я , 
Р*—(Jj=Jt/2+ra2n;, где я, и — целые числа, при любых значениях об­
ращаются в пуль. Следовательно, если направление колебаний одной из 
сфер лежит в плоскости, перпендикулярной прямой, проходящей череа 
центры сфер, а другая сфера колеблется в плоскости, перпендикулярной 
направлению колебаний первой сферы, то Zi, = 0 . В этом случае вносимый 
импеданс определяется только полем рассеяния соседней сферы, которое 
в приведенном решении не учитывалось.
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В первом приближении поле рассеяния s-й сферы описывается вторым 
членом в выражении (5),  если в нем поменять местами индексы /  и s. 
Учет этой составляющей поля s-й сферы дает добавку к вносимому импе­
дансу ;-й  сферы, определяемую при 1 выражением

Z}'* = Д „е .3{  [  1+  |l — | -е .2)  ]  Sin2 а , -  [  2 +  (1 -9 е .2+( Ю )

+ 1 5 е //е .)
кЧ21 
15 J cos2 щ }- +m M j  —  е

+2 Н т : 5̂
6 ■) кЧ2

. v { [ 1 + k2dz i  sin2 а;-
] +

j  COS2 ctj | .

Из сопоставления выражений (9) и (10) следует, что Z /1’ в сравнении
о  представляет собой величину порядка e)lS.

Рассмотрим частные случаи синфазных и противофазных низкочастот­
ных колебаний одинаковых сфер, осциллирующих в одной плоскости 
вдоль параллельных прямых, составляющих произвольный угол a  (<z=ctj) 
с прямой, проходящей через центры сфер. При этом будем считать, что 
сферы колеблются с одинаковыми амплитудами. Определим значения пол­
ных импедансов /'-й сферы для указанных частных случаев с учетом до­
бавки Z / l}, т. е. но формуле Z j= Z jj+ Z j$+ Z j(i).

Для сфер, колеблющихся в фазе, находим
г kzd21

Zi=Rjj12[ 1+е3(1—3 cos2 а) ] — (6 ±+262 cos2 а) — 1 +(И)

+ ш  j  £ 1 +  —  е3 (vt—3v2 cos2 а ) j  +  

+ е 2 [ l + - ^ - e  (v,—v3 cos2 a ) j « }
2 '  4  2

где 6 i = l —9e3+ 6 e5, 62=l+29e3/6—4e5, V i=l+e3/2, v2= l —e3/2, v3= l +  
+4e2—17e3/6.

Из анализа формулы (11) следует, что активное сопротивление излу­
чения Rj при любом значепии угла сс в основном определяется его диполь­
ным компонентом, т. е. Д*«2Дя[1+е3(1—3cos2a ) ] . Кроме того, при е3< 1  
величина /?, при любом направлении колебаний сфер примерно вдвое пре­
восходит активное сопротивление излучения сферы в условиях свободного 
пространства.

При колебаниях двух сфер в противофазе полный импеданс сферы 
определяется соотношением

k2d2
Zj=Rji( l —е3+2б3 cos2 a ) —  +( 12) 10

+ io  | [  1 -  —  e3 (v2—3v, cos2 a) j  +
Г ,  3 2I 1 -  —  s (v2- v .  cos2 a ) I r~~2 ~ j  >+ e :

где 63= l + e 3/6—5e5, v4= l —4e2+17e3/6.
Анализируя получеппое выражение (12), укажем на то, что при про­

тивофазных колебаниях близко расположенных одинаковых сфер незави­
симо от угла а  ориентации их колебаний дипольная составляющая излуче­
ния полностью отсутствует. При этом излучение носит квадрупольный 
характер.

Сопоставляя выражение (11) при <х=0 с решением, приведенным в 
работе [4] для случая сферы, колеблющейся перпендикулярно абсолютно 
мягкой перегородке, и при <х=л/2 с результатами, полученными в работе 
[5] для двух сфер, синфазпо осциллирующих перпендикулярно линии их 
центров, можно показать, что различия наблюдаются только в малых чле-
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нах, имеющих порядок дифракционных поправок, которые в указанных 
работах не учитывались.

Полное сопротивление излучения сферы, соответствующее случаям, 
описываемым формулами (11) и (12) при а = л /2 , определялось в работе
[6] при рассмотрении колебаний сферы параллельно плоской перегород­
ке. Однако в указанной работе при отыскании рассеянного сферой поля 
учитывались только те волны, которые исходят из экваториальной области 
зеркальной сферы, в то время как ближнее поле осциллирующей сферы 
в основном формируется излучением других участков ее поверхности, 
имеющих значительно большие нормальные составляющие скорости коле­
баний. В итоге, в работе [6] существенно занижена величина импеданса, 
обусловленного рассеянной волной, вследствие чего сделанные в ней вы­
воды не согласуются с результатами пастоящей работы.

Из выражения для реактивной составляющей импеданса ( И ) ,  если в 
нем опустить слагаемое, учитывающее сжимаемость среды, при а = 0  в 
а = л /2  получаются приведенные в работе [7, § 138, 99] формулы для при­
соединенных масс, которые появляются при совместном движении двух 
сфер в несжимаемой жидкости в одном направлении вдоль прямой, про­
ходящей через их центры, а также перпендикулярно к ней. Аналогичным 
образом из формулы (12) при 'а = 0  находим выражение для присоединен­
ной массы сферы при встречном движении двух сфер в несжимаемой жид­
кости [7, § 98].

Сравнение решения (12) при а = 0  с выражением, полученным в рабо­
те [4] без учета дифрагированных волн для случая колебаний сферы 
перпендикулярно жесткой перегородке, позволяет заключить, что при про­
тивофазных колебаниях близко расположенных сфер учет дифракции 
волн на сферах необходим, так как активное сопротивление излучения в 
этом случае имеет малую величину, соизмеримую с дифракционными по­
правками.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИФРАКЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УЛЬТРАЗВУКОВОГО ИНТЕРФЕРОМЕТРА

Хим упин А . С.

Приведены и проанализированы результаты решения на ЦВМ модель­
ной задачи для ультразвукового интерферометра с плоским круглым 
излучателем конечного размера и плоским подвижным рефлектором. Пред­
ставлены результаты расчета дифракционной структуры кривой реакции 
и дифракционных приращений к  измеряемым значениям фазовой скоро­
сти и коэффициента затухания ультразвука.

Известно, что при точных измерениях параметров распространения 
ультразвука (фазовой скорости с и коэффициента затухания сс) в резуль­
татах необходимо учитывать дифракционные приращения Ас и Да [1 ]. 
Существующие методы расчета их, включая численные [2—4], удовле­
творительно разработаны только для режима бегущей волны и, строго 
говоря, не применимы для интерферометрических методов измерения. 
Ниже рассматривается решение модельной задачи для интерферометра в 
виде открытого резонатора с плоским излучателем конечного размера и 
плоским подвижным идеальным рефлектором [5, 6].

Абсолютно жесткий излучатель радиуса а с колебательной скоростью 
на его поверхности yo= const, возбуждаемый на частоте /=со/2л, располо­
жен в плоскости z= 0  идеально отражающего экрана, на котором у<>=0. 
Расстояние ме^ящу излучателем и рефлектором Z=z/2. Среднее давление на 
излучателе (P/P0*)z=o, нормированное к давлению затухающей плоской 
волны P0*= pctvexp {i[tot— {k—i a ) z ] } y суммируется с давлениями всех 
многократно отраженных волн, пути которых в исследуемой среде равны 
21, 4i, 6J,. . . :

( 1)
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Здесь к=2я/к — волновое число, к — длина волны, р — плотность иссле­
дуемой среды, п — номер отражения от рефлектора. Верхний предел сум­
мы определяется расстоянием, па котором вклад среднего давления всех 
последующих отраженных волн будет исчезающе малым из-за поглощения 
и дифракционных потерь. _

В припятой модели величина P(z)/P0. полагается равной среднему 
давлению на приемном преобразователе одинакового с излучателем радиу­
са и коаксиального ему, расположенном на расстоянии z от излучателя [2] 
(0 — интеграл Вильямса [7] для а=^0):
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Входной импеданс интерферометра Zm~PxlP<>* [8], при этом для иде­
ального генератора токае  внутренним сопротивлением R{ (Д,->|Zrn|max) 
искомая кривая реакции по напряжению па пьезоизлучателе с идеально 
компенсированной параллельной емкостью U(l)  ~  | Zm | ~  | Рх1Р0, |.

)] sin20^0.
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