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Приводится метод расчета акустических согласующих систем в 
виде тонких стержней переменного сечения с непрерывно изменяющи­
мися параметрами, обладающих оптимальными свойствами в пределах 
выбранного класса таких систем.

Топкие (т. е. такие, радиус которых много меньше длины волны) 
стержни для продольных волн являются одномодовыми волноводами. Из­
готовленные из одного и того же материала они представляют собой при­
мер систем с постоянной скоростью звука с и переменным (пропорцио­
нальным площади S поперечного сечения) волновым сопротивлением.

Задача уменьшения отражения продольной волны при прохождении 
ее через стык полубесконечных стержней разных диаметров может быть 
решена использованием согласующего стержня конечной длины, площадь 
сечения которого является функцией координаты х  (фиг. 1). Метод рас­
чета зависимости *S(:r), дающий одно из возможных решений задачи о 
согласовании, приводится, например, в работе [1]. В настоящей статье 
приводится мепее универсальный, чем в работе [1], по более простой 
и гибкий метод решения такой задачи.

Волновое поле и(х, t)=u(x)exp(i<dt)  в неоднородном одпомодовом 
волповоде описывается решением волнового уравнения, а амплитуда 
и(х )  — решением уравнения [2 ]:

d2u du
dx>+ H x ) t e +kZa= ° - (1)

Фиг. 1. Схема применения согла­
сующего стержня: 1 — однородный 
волповод малого диаметра (Si, pi, 
c i); 2-одпородный волновод 
большого диаметра (S2i рг, с2); 
3 -  согласующий стержень. (5, р, 
с); S(0) и S(l) -  площади согла­
сующего стержня при х = 0  и х=1

Функция и(х , t) в разных задачах соот­
ветствует различным физическим вели­
чинам. Так, в электродинамике это может 
быть сила тока в неоднородной двухпро­
водной линии, в акустике — звуковое дав­
ление в рупоре или смещение в твердом 
стержне переменной площади сечения.

Ниже рассматривается задача об опре­
делении формы осесимметричного тонкого 
стержня переменного сечения, согласую­
щего в полосе частот два топких полу­
бесконечных цилиндрических стержня 
разных диаметров на минимум коэффи­
циента отражения продольной волны. Предполагается, что диаметры всех 
трех стержней в рассматриваемом диапазоне частот много меньше длины 
волны, так что продольные волны в нем можно считать плоскими и одно­
родными. Метод решения может быть без изменения перенесен на задачи 
об определении формы рупора, согласующего две полубесконечные трубы 
разных сечений, о расчете неоднородной двухпроводной электрической ли­
нии, согласующей две однородные л и н и и  с  разными волновыми сопротив­
лениями и т. д.

В рассматриваемой задаче f (x )=dS (x )/ (S (x )dx )= -d  In S(x)/dx, где 
S (х) — площадь поперечного сечения стержня, кроме того, к2=(ау/с)2, 
где со — круговая частота, с= (Е /p )v* — скорость продольной волны, опреде­
ляемая модулем Юнга Е  материала согласующего стержня и его плот-
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постью р. Предполагается, что Е  и р (а следовательно, также с и к) от х  
не зависят. Существует, однако, возможность несколько более общего 
подхода, когда Е  и р с координатой меняются так, что с от о; не зависит. 
При этом f (x )  =  (l/(SE))d(SE)/dx.  Такой подход особенно удобен в том 
случае, когда используются «искусственные» материалы, свойства кото­
рых меняются вдоль одной координаты по определенному закону, что 
достигается сверлением каналов, введением наполнителей и т.д.

Рассмотрим картину прохождения волны слева направо (фпг. 1). В ле­
вом стержне существуют падающая и отраженная волны (амплитуды сме­
щения щ и Иг, напряжения о, и ог), в правом — прошедшая волна (ампли­
туды смещения и,, напряжения о ,). Обозначим через 5 (0 ) и S(l) площа­
ди согласующего стержня на левом и правом концах, гг(0) и и(1), о (0 ) и 
o(Z) — амплитуды смещения и напряжения там же.

Граничные условия в местах соединения стержней записываются в 
виде

H j + H r= n ( 0 ) ,  u ( l ) = u t , ( 2 )

(a.+Or) 5 1=<т (0) 5  (0 ), a(Z)5(Z) = a t52. (3)

Если условие (2) пояснений не требует, то условие (3 ), означающее ра­
венство сил, не очевидно. Площади соприкасающихся стержней могут 
быть не равны между собой, и в местах соединения напряжения распре­
делены неравномерно, по крайней мере в том из соприкасающихся стерж­
ней, площадь сечения которого больше. Фактически в соотношении (3) 
следует рассматривать напряжения, которые в каждом стержне относят­
ся к сечениям, отстоящим на небольшие (в сравнении с длиной волны) 
расстояния от мест соединения стержней, где распределение напряжений 
уже равномерно. Равенство сил в двух близких (хотя и несовпадающих) 
сечениях позволяет получить то же самое решение задачи, что и при точ­
ном выполнении условия (3).

В соединительном стержне характер звукового поля более сложен, чем 
в полубесконечных стержнях. Решение уравнения (1) для соединитель­
ного стержня может быть представлено через фундаментальную систему 
решений (pi (я) и ф2(;г), удовлетворяющих следующим граничным усло­
виям:

Ф , ( 0 )  =  1 , ф 2 ( 0 ) = 0 ,  ф / ( 0 ) = 0 ,  ф / ( 0 ) = 1  ( 4 )

(штрихом обозначена производная по координате). Тогда выражения для 
решения уравнения (1) и его производной принимают вид [3):

и (х ) = и (0) ф, (х)  + 1г (0) ср2 ( х ) , 

и' (х) = и  (0) Ф,' (я) +?г (0) ф2'  (я ) .
Используя соотношение (5 ), решение при х = 0  можно выразить через 
решепие при х=1:

и(0)
( 0 )

1 1 W  (D “ фг(0 I « ( 0  I
W  1 - ф. '( 0 Ф,(г) 1 а ' с1) 1

(6)

где ТТ=ф1(/)ф 2, ( / ) —ф1/ (/)ф2( )̂ — вронскиан уравнения (1).
Далее, используя соотношения и,— —a./'ZcopiC,, Hr=Or/icop,Ci, u t = — a*/ 

/Zcop2c2, а также граничные условия (2), (3) н соотношение (6 ), можно 
найти энергетический коэффициент отражения /?=|аг/о 1|2:
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Таким образом, коэффициент отражения R зависит от к, I, / (я ) ,  т. е. 
= R ( k 1 L, / ( я ) ) ,  так как фундаментальная система полностью определяется 
заданием к, I и функцией / ( z ) .

Функция 1(х) определяется через функцию S(x) .  Обратное соотноше­

ние, выражающее S (х ) через / ( х ) ,  имеет вид: 5 (я) = S (0)exp ( f /(a)da V

Величина У? при известной частоте и заданном материале согласующе­
го стержня определяется видом функций <pt(s ) и ф2(я )? а также 
значениями £ (0 ) и S(l).  Через } (х )  функции ср^я) и <р2(я) связаны с 
функцией S (x ) ,  что и позволяет выбором зависимости S от х влиять на 
величину коэффициента отражения. Эта зависимость должна удовлетво­
рить определенным условиям реализуемости; под физически нереализуе­
мыми устройствами будем понимать такие, у которых S(x)  становится 
слишком малой, равной нулю или отрицательной величиной.

Среди допустимых функций S(x)  следует выбрать такую, которая 
дает минимум R  при одночастотном согласовании, либо минимизирует 
среднее в заданном интервале частот значение R (будем минимизировать 
величину R2) . Заметим, что лишь ограниченное число функций j (x)  
приводит к дифференциальным уравнениям с известными алгебраически­
ми решениями. Рассмотрим более общий метод решения задачи синтеза 
путем построения функции f ( x ) , минимизирующей функционал

h t

F =  § R * [k , l , f ( x ) ]v (x )d k  (8)

( v ( k ) > 0 —весовая функция) в полосе волновых чисел от к{ до к2, сводя­
щийся к поиску минимума функции конечного числа переменных. Метод 
минимизации функционалов используется многими авторами при реше­
нии задач согласования. Новизна предлагаемого метода состоит в исполь­
зовании достаточно простого пути поиска минимума функционала (8).

Суть метода состоит в том, что неизвестная функция f (x )  представ­
ляется в виде отрезка степенного ряда

м

/ ( * ) =  £/<*■', (9)
<—0

коэффициенты которого подлежат определению. Такой выбор представ­
ления f (x )  основан па том, что эта функция ищется в классе непрерыв­
ных функций, а по известной теореме Вейерштрасса любая непрерывная 
функция может быть сколь угодно точно аппроксимирована полиномом. 
Пусть теперь j { x )  известна, т. е. известны коэффициенты /«. Решения 
ф,(а:) и фо(^) также будем искать в виде рядов

N

фгО) =  ^ 2 М г.
i = 0

Полиномиальное представление (pi(x) и ф2(я) является усечением бес­
конечных рядов, которые, как можно показать, сходятся, причем радиусы 
сходимости равны бесконечности.

При рассмотрении сходимости рядов (10) оказывается, что на скорость 
сходимости отрицательно влияет знаконеремеиность коэффициентов /,-, 
их абсолютная величина и количество членов ряда (9). Поэтому для f(x)  
целесообразно ограничиваться небольшим количеством членов ряда (9), 
что в случае немонотонного поведения функции S(x)  позволяет получать 
лишь ограниченное число максимумов функции S (x ) .  Тем не менее мно­
гие задачи согласования целесообразно решать именно таким способом, 
так как большое число максимумов па практике затрудняет изготовление 
согласующего устройства и повышает требования к точности его испол-
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пения. Более сложные методы, позволяющие рассчитать согласующие си­
стемы со многими максимумами, следует применять только в особо от­
ветственных случаях. Выбор наиболее подходящего числа N членов рядов 
(10) осуществляется по соображениям достаточно точной аппроксимации 
функций (pj и ф2 с учетом ресурса машинного времени. Например, кон­
кретные расчеты но приведенной здесь схеме проводились для числа 
параметров /i, равного семи (полипом шестой степени). Высокая точность 
вычисления функций (pt и ср2 обеспечивалггсь при числе параметров а„ р, 
порядка двадцати (отбрасывались члены порядка 10-10 от а0, р0)-

Подстановка выражений (9) и (10) дает две системы рекуррентных 
соотношений для а, и р,:

V

к2 аР+  y^ /iK p+i-iCp+i-t)
<—о

аР+2----- (р+1) {Р+ 2)
( 11)

У

i—О
$V+2— —

(Р +1) (Р+2)

при исходных условиях а„ =  1, a i= 0 , р<>=0, (5i=l. Таким образом, неопре­
деленными (свободными для варьирования) остаются только коэффици­
енты /,-. В итоге задача сводится к поиску минимума функционала (8) па 
множестве коэффициентов Таких локальных минимумов может быть

_j___^ _________ I__
/, 0 2,0 к

Фиг. 2. Профиль согласующего стержня (а) и 
спектральная характеристика R(k) (б) при 
/=2,5: а) исходное приближение -  1, резуль­
тат расчета — 2; б) коэффициент отражения 
с согласующим стержнем в исходном прибли­
жении -  1, с рассчитанным согласующим 
стержнем -  2, без согласующего стержня -  3

несколько. При обычном методе минимизации (покоэффициентное варьи­
рование) с помощью ЭВМ обнаружение того или иного минимума зависит 
от выбора начального приближения и величины приращения коэффициен­
тов /i. При численной реализации предлагаемого метода для обнаружения 
наиболее глубокого минимума использовались несколько начальных при­
ближений и путем изменения приращений Д/< находился более глубокий 
минимум.
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Процедура расчета каждого минимума состоит из следующих этапов. 
В качестве исходного приближения берется какой-либо переход, т. е. за­
дается функция S(x)  л затем вычисляется начальное приближение для 
функции управления f (x )  по формуле f (x )=d\nS(x)/dx.  Функция f (x )  
представляется в виде ряда (9 ), причем определяются коэффициенты /,. 
Далее, используя рекуррентные соотношения (11) и представления (10), 
рассчитываются функции ср,(я) и ф2(^), после чего по формуле (7) опре­
деляется энергетический коэффициент отражения R. Изменяя поочередно 
коэффициенты /,• (после каждого приращения) и сравнивая вновь полу­
чившийся функционал (8) с полученным па предыдущем шаге, можно 
найти локальный минимум среднего в полосе частот значения коэффи­
циента отражения R.

Процедура повторяется для другого начального приближения с тем, 
чтобы найти другой локальный минимум. Сравнение двух или более ми-

Фиг. 3. То же, что фиг. 2 при /=1,5 Фиг. 4. То же, что фиг. 2 при /=0,78

пимумов R  позволяет выбрать среди них наиболее п о д х о д я щ и й  вариант. 
Поскольку при выбранном для f (x )  представления (9) коэффициент R 
имеет конечное число минимумов, такое сравнение позволяет получить 
оптимальное в рамках выбранного класса систем решение задачи.

По рассмотренному выше алгоритму была составлена программа для 
ЭВМ БЭСМ-4м. В целях упрощения расчетов считалось, что площадь 
сечения первого полубесконечного стержня 5, равна площади входного се­
чения S (0) согласующего стержня и что все стержни изготовлены из од­
ного материала. Минимизация функционала (8) производилась с исполь­
зованием автоматического выбора шага. Примеры результатов, получен­
ных изложенным здесь способом, приведены на фиг. 2—4.

В качестве начальных приближений были использованы плавные экс­
поненциальные переходы. Согласовывались волноводы с отношением пло­
щадей поперечных сечений Sz :£ ,= 2 5 . Область изменения волновых чисел 
соответствовала одной октаве: К / с < 2, или в приведенных длинах волн 
л ^ Ж 2 я . Приведенные длины согласующих переходов были взяты равны­
ми 2,5; 1,5; 0,78 (соответственно 0,4; 0,25; 0,125 от Хтах — максимального 
в выбранном диапазоне значения X). Обычно используемые формы плав­
ных переходов (экспоненциальные, чебышевские и т. д.), дающие в рас­
сматриваемом диапазоне частот такой же интегральный коэффициент от­
ражения, были бы в несколько раз длиннее переходов, полученных в ре-
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зультате этих расчетов. Для синтезированных переходов интегральный 
коэффициент отражения значительно меньше, чем для исходных прибли­
жений, а именно для перехода, соответствующего фиг. 2, Itcp уменьшает­
ся в 2,2 раза, фиг. 3 — в 2,0 раза, фиг. 4 — в 2,3 раза.

Таким образом, показана возможность согласования волноводов с по­
мощью коротких переходов, что особенно важно в тех случаях, когда дли­
ны волн достаточно велики. Главной особенностью коротких переходов 
является немонотонность их профиля и значительные скачки площади 
поперечпого сеченпя на границе со вторым стержневым волноводом. Это 
можно объяснить тем, что при небольшой длине перехода уменьшение 
коэффициента отражения в значительно большей степени, чем для длин­
ных переходов, достигается за счет интерференционных эффектов между 
волнами, отраженными от неоднородностей, роль которых выполняют пе­
репад диаметров согласующего стержня и волновода, а также изменения 
сечения согласующего стержня. При этом немонотонности создают такие 
амплитудно-фазовые соотношения между интерферирующими волнами, 
которые отвечают наименьшему интегральному коэффициенту отражения.
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