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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ИЗ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО КАНАЛА
С ИМПЕДАНСНЫМИ СТЕНКАМИ

Соболев А .Ф .

Рассмотрена задача о распространении акустических воли в ци­
линдрическом канале с локально реагирующими импедапсными стен­
ками в отсутствие потока с учетом излучения из открытого конца. По­
казано, что излучение отдельных мод сильно зависит от импеданса.

В настоящее время большое внимание уделяется проблеме снижения 
шума, распространяющегося но каналу. Одним из способов снижения этого 
шума является облицовка степок канала звукопоглощающими конструк­
циями. В некоторых случаях, когда требования особо жесткие, при мини­
мальном весе н размерах они должны обеспечивать максимально возмож­
ное ослабление шума. В связи с этим приобретает особое значение выбор 
подходящего для этой цели импеданса звукопоглощающей конструкции, 
который производится на основе анализа решения задачи о распростране­
нии звука по каналу с облицованными стенками с учетом излучения из 
открытого конца канала.

Аналогичная задача в контексте распространения полезных сигналов 
в волноводах с идеальными стенками была рассмотрена Вайнштейном Л. А. 
В его работах [1,2] проведено подробное исследование дифракции элек­
тромагнитных и звуковых волн нулевого и первого порядка па открытом 
конце волновода, сделано сравнение с приближенным методом Кирхгофа.

В настоящей работе рассматривается распространение звука в цилинд­
рическом канале с импедансными стенками в отсутствие потока с учетом 
излучения из открытого конца канала. С использованием метода Винера — 
Хопфа дается вывод явных выражений для ноля в дальней зоне, а также 
ноля, отраженного от открытого конца, при условии, что по каналу в на­
правлении открытого конца распространяется волна заданного типа. 
Используя ЭВМ, проводится анализ зависимости направленности излуче­
ния акустической энергии отдельных мод от импеданса при фиксированной 
частоте. Анализируется также зависимость коэффициентов отражения от­
дельных мод от частоты при фиксированном импедансе. На основе анализа 
диаграмм направленности излучения исследуются возможности существен­
ного изменения их при подходящем выборе импеданса.

Рассмотрим полубесконечный цилиндрический капал радиуса а с ло­
кально реагирующим адмитансом (или относительной проводимостью) |3. 
Капал расположен вдоль оси z ( —oo<z< 0 ) .  Волновое уравнение для по­
тенциала скорости ф с  периодической зависимостью от времени и угла 
(ф~ехр (imQ—m t))  имеет вид

где r ,= r/a , z^=z/a, к=ка, к=а>/с. Потенциал <р(г,, z,) должен удовлетво­
рять следующим граничпым условиям:

= г% М п ~ ,-о , —°°< Z i< 0 , (2)
r,=i — o

где Г1=  !+ 0  ( r ,= 1—0) означает, что берется значение функции ыа внешней 
(внутренней) границе стенки канала.
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Пусть по направлению к открытому концу канала распространяется

которое получается, если (3) подставить в граничное условие (2),

где cps — рассеянное ноле, удовлетворяющее уравнению (1 ). Кроме указан­
ных выше граничных условий (2 ), дополнительно должны выполняться 
следующие требования: фа, ф удовлетворяют условию излучения при 
\zi\-*00 соответственно в областях 0 < г4.<1; г4> 1 ; ф6, ф удовлетворяют 
условиям па острой кромке канала: фа—const, ф~ре при р->0, где р —рас­
стояние до кромки, е= 1 /2 + 6 /2 я , б — первый корень уравнения 
(2я+6) tg6=2ju%(5; ф, дф/дг, непрерывны при г4= 1, z ,> 0.

Для решения задачи по методу Винера — Хопфа удобно ввести в рас­
смотрение поглощение эпергии в среде. Это означает, что % должно иметь 
положительную мнимую добавку, т. е. Tt=kl+ik2. Если поглощение в среде 
несущественно, то в конечных выражениях для поля следует поло­
жить Аг2=0.

Применим преобразование Фурье по z, к уравнению (1 ). В этом случае 
фурье-образы Фs(g, rt) = F f o s] и Ф(£, г,) =7^[ф] удовлетворяют уравнению 
Бесселя. Решение этого уравнения для Фв и Ф ищем в виде

что Фа и  Ф регулярны в полосе — /с2<1ш  £</с2. Внутри полосы регуляр­
ности их можно представить в виде

где Ф±(|,г1) = ±  I <p(ziyri)exp (i&i)dzl9 причем Ф+(Ф_) регулярна при

Im £ >  —къ {Im  §< /с2). Решение (7) должно соответствовать волнам, ухо­
дящим па бесконечность. Это условие единственным образом определяет 
ветвь двузначной функции x = ( F — а именно оно требует, чтобы вы­
полнялось Re х > 0 , Im х > 0 .

Применим преобразование Фурье по z, к граничным условиям (2) при 
- o o < Zl< 0 , а также к выражению (5) и его производной по г, при г ,= 1 —0, 
z ,< 0 , тогда, полагая г»= 1 - 0 ,  г ,= 1 + 0  в уравнении (6 ), (7) и его производ­
ной по ги принимая во внимание (8) и учитывая непрерывность полного 
поля и его производной по rt при rt= l ,  zt> 0, получим систему двух функ­
циональных уравпепий относительно четырех функций Ф+\ фв_, фб+, ф_

G (I ) Ф / ( 1 , 1+0) Фв_ ( 1 ,1 - 0 ) -Ф - (| )  = R (%) Т (|), (9)

Д ( 6 ) Ф - ( 6 . 1 - 0 ) - З Д Ф / ( | ,  1+ 0 )+ Ф в+(|, 1 - 0 ) = - й р £ ( | ) Г ( | ) ,  (10)

где Ф _(| )= Ф 8_(§, 1—0 )—Ф_(|, 1+ 0 ), С (1)= 2 /ш и 2/ т' ( x ) H W (X), L (£ ) =  

=  / т ( х ) /х /т'(и ) ,  Д(|) =  1 -  1 Ц Ш ,  T ( l )  = i A niJm(Kmi)/ ( tmi +  l ) ,

(4)

(3)
i

= 0 ,1 ,2 , . . . ,  i—1 ,2 ,____
При 0 < г ,< 1  полное поле cp удобно представить в виде

ф=ф,+фа,

, . . .

(5)

<М|, г.) = + (£ ) / ,в(хг,), 0 < г ,< 1 ,

< Н Ь г1 )~ В (1 )Н ™ (х гх) ,  г ,> 1 ,

(6)
(7)

где х = ( Р —g2)'ft. Используя условие излучения, можно легко показать [3],

ф (е, п )= Ф +а ,  г, ) + ф _(|, Г1), ( 8)
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Выразим А (§ ) в (6) через функции, область регулярности которых из­
вестна. Для этого воспользуемся производной по г, выражения (6), при­
нимая во внимание (8), и производной преобразования Фурье по г{ вы­
ражения (5). Тогда с учетом непрерывности полного поля получим

А(Ъ) =
Ф /  (S, 1+0) - й р  (Г  Щ  - Ф , -  (£ ,1—0))

( Н )

Аналогично определяется fi(£ )

В Ш = Ф / а 1 + 0 ) / х Я Г ( и ) .  (12)
Факторизация мероморфной функции /?(£) осуществляется разложе­

нием в бесконечное произведение [4]

где
R (6) = Я +(1) « - ( ! ) ,  (13)

Л+(1) =

( i - i s p M ) ,̂ v mn( i + u n) / ( x mna + n mn) ) ,
П—1

(2 *р/Ж) 1,1 Д  Vmn ( | + ! * „ ) / ( х „  ( !  +  Ц тп)  ) ,
я» 1

w = 0,

»

/?_ (£ )= /?+ (£ ), х тп И vm„ -к ор н и  характеристического уравнения (4) со­
ответственно в случае ^ 0 и jl=0; £wn=  (й2—х т»2) \  Цт*= (й2—vmn2) v'. 
Из выражения (13) следует, что Д+^const при R e | > - /c 2.

Факторизация G(£) впервые, по-видимому, была проведена в рабо­
те [1]. Однако там интерес представляли только действительные значе­
ния аргумента в связи с тем, что рассматривались распространяющиеся 
моды в канале с  абсолютно жесткими стенками. В данной работе полу­
чена факторизация функции G (£ ), которая справедлива для комплекс­
ных значений аргумента и удобна для использования на ЭВМ. Вывод 
формулы для факторизации основан на следующей теореме [5 ]. Если G 
(аналитическая функция переменного £) удовлетворяет в полосе — к2<  
< 1 т £ < й 2 следующим условиям: регулярная, четная и не имеет нулей, 
~ £ е при |Re £| -*-«>, то ее можно представить в виде

С Ш = С +( D -G -U ) ,  * (14)

где G+ ( ! )  =  [ G (0) ] 1,1 ехр В+ ( ! ) ,
— ooihi

В+ ( ! )  =  J !  In G (х) /  (х  ( * - ! ) )  dx, (15)
—  с о  —  ik j

причем G+( —! ) = G _ ( ! ) .  После интегрирования (15) выведена следую­
щая формула для факториации функции G ( ! ) :

W ) ] *  ехр ilQ

(9 = l-G + ln  (2я/й)+я/2*. G =0,57722 -  постоянная Эйлера, причем
G+(S )~ £“ V,> Im £ > —кг. В дальнейшем аргумент г, —1±0  для
удобства записи опускается. Подставим (13), (14) в систему уравне-
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шш (9) —(10). В результате получим

1ЦЬ{£) Фя_(|)
С+( 1 ) Ф / ( 1 ) -

Л -(6 )Ф в- ( 1 ) -

G - H )  

Л+(Е)
+

Ф - ( 6 ) _ Д ( 1 ) Г ( 6 )  

G -( l )  G -U ) '
ф«+(б) -ар/. (6) г и)
Л +(Е ) я +ш

(1 0 )

(17)

Проведем разложение вторых слагаемых и правых частей в системе урав­
нений (16) — (17). Для этого воспользуемся теоремой [3], согласно кото­
рой аналитическая функция S(%), регулярная в полосе — /c2< Im g < fc2 и 
такая, что в этой полосе |S (|) | ->-0 равномерно при |Re ||—>-оо) может 
быть представлена в виде суммы 5 ( | ) = 5 ,+ ( | ) + 5 ’_ ( | ) 0, где S± (%) =

1 °°r'hlS(x)dx
= ±  — ; I ---------— .причем о + (|) регулярна в верхней полуплоскости

Zk i  • X—с—oo+iki
(Im | > —/с2), — в нижней (1т%<к2) . В этом случае после соответ­
ствующей группировки членов к системе уравнений (16) —(17) можно 
применить теорему об аналитическом продолжении и определить иско­
мые функции с точностью до целой функции. Используя условие на 
острой кромке, нетрудно показать, что целая функция тождественно рав­
на нулю. ’

Таким образом, интересующие пас функции Ф /(£ )  и Фв_(£) опреде­
ляются из следующей системы уравнений:

оо

с +(1)Ф +' а ) +  V
t?CP<DS-(-| X m j)

U ,m j G +  ( j - l m j )  ( g " b p m j )
S A W ,

д-(6)ф.-(6)- У,- »Фл,/(и?_ r Q-®'(pTOj) (^ Цт;)
(19)

j= 1
где

S +  ( 1 )  = * { Л т | / я  ( Х ш )  ^

Л —  1

оо

Q - ( l ) = i A miJm(Xmi) ^
п—1

а р  ( | + Ц т п )  - 1 p t m n _ 1  
.  ■ ■ — ——  ■ ■ ——

(Smi ^mn) С+ (|Х тп)

/ Й Р  |Xm n)  V m n

(  £ m i  S m n  )  й  +  (  Р- m n )

p.mn=Pmn(l—m2lvmn). Для определения неизвестных величин Фs_ ( - p mi), 
Ф+'(Ртп,) следует положить £ = p mn в уравнении (18) и | = —pmn в уравне­
нии (19). В результате получатся две бесконечные системы линейных 
алгебраических уравнений относительно искомых величин Ф+(рт«) и 
Фв-(-Ртп).

Акустическое поле определяется обратным преобразованием Фурье.
j oo+fb

i = —  [  ® s (| ,r ,)ex p (-i| z1)d|; - кг< Ь < к 2. (20)ф s
— 00+l‘b

Рассмотрим область 0 < г ,< 1 , z < 0. В этом случае подставим в выраже­
ние (20) вместо функции Ф8 ее значение из (6) с учетом (11) и проин­
тегрируем, используя теорему о вычетах

ф в=  Am\Jт (%тni)
$т ( %тгг г,) ехр (-££„,nz.)

п  =  1
зтп$т  (^тп)

(2 1 )

где

Вп= Д +(|тп) 5 2 -д
гЩх}р^

+  ( M*mi) ( £ m n ~ £ m j)

«Р Д +(и )Я +(Е т| )
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Xj £ф + (fXmj) /  (A mjjm (Xmi) ) J

Рассмотрим область r ,>  1. Воспользуемся выражением (20), в которое 
вместо Фв следует подставить Ф из (7) с учетом (12). В дальней зоне это 
выражение можно проинтегрировать с помощью метода перевала [6] . 
Полагая z = i? co s # , r= R  sin#, с учетом (18) получим при /?-*-«>:

( 22)

Ф =  -V77 Jm (x mt) ikar sin # /m (7c sin *0) G+ (7c cos *&)F (£m,, 0) exp (-imn/2+ikR ), 
ZH

mi

F a mt, $ ) = w £
j- i

l"biOs—( Цт;) (̂ mi Цлц) / ( A m{J m (%mi) )
(^mi j^mj) G+ (p.m^) Pmj(Pmj 7c COS Ф)

Следует заметить, что формула (22) справедлива при любом значении ад- 
митаиса. Что касается формулы (21), то существуют зпачения адмитанса 
Р=фопт, при которых сливаются два соседних корня уравнепия (4) с ра­
диальными номерами п0 и тг0+ 1 и образуется так называемая двойная 
мода. При этом соответствующие два члена в сумме (21) обращаются в 
бесконечность. В этом случае сумму этих двух членов следует заменить ее 
конечным предельным значением при р-*фопт [7].

Обычно интерес представляют диаграммы направленности излучения 
и коэффициенты отражения от открытого конца. Для определения этих 
величин воспользуемся известной формулой для плотности потока аку­
стической энергии [8]

^  =  - 1  Re (/><;•), (23)

тде р = —ш р0<р, v= —grad ср. Диаграмма направленности определяется от­
ношением акустической энергии, излучаемой в единицу телесного угла к 
потоку энергии падающей волны П,- т. е.

где
/(й )  =  WR2/l li=(dpJcR21 ф 12/П«,

1 ГГ _  -“ЯАОроЫ mi 12Л Л * mi' mi
2 Jj ' 2 R e x miIm x mi(* flR ep )_1

(24)

(25)

Подставив в (24) выражение для (р и П(, найдем

/ ( * ) -
(/ca)3lG+(%cos•&) |z|/m(%cosft) l2sin2,&l/;i(|m,-,,Q'l2 

4я Re Re (i (Re Im x m() -1
(26)

Полный коэффициент отражения вычисляется по формуле
Л= (П —П|)/П(, (27)

где П=||| WdS— • полный поток акустической энергии в канале. С учетом
S

■формул (3), (21), (23), (25), (27) выражение для т] приобретает вид

Bn\2KRe$Re%m„
t,=<?|Re>P « ? „W -C V W n)^+  Y t

n= 1 п—1 lfmnl22 Im y,mr Re xmn
0 0  05

+ R e {Eni\mi + E ni’ \nn) ] , (28)
n=Z j=i
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Фиг. 1. Диаграммы направленности излучения радиальных мод из цилиндрического, 
канала при различных значениях адмитанса. 2 - ( }= 0 ;  2 -  (J=0,316~i0,136;

=0,654— Ю, 172; 4 -  р = 0,993-i0,193; а -м од а  (0,1); б - м о д а  (0,2); в -  мода (0,3)

где Q= - 2 Re xmi Im xm,/k Re £ Re |mi,

Qn
B„2ik Re £

E n j

(Xmn2 m̂<2)

ВпВ ;Ш  Re ft 

innin / (x mn2~ x mj-2)

tie p r
-------- - exp \ —izl (Ътп+Ъы) } ,
- x J  i

exp { iZ\ (̂ mn ) }

Первая сумма в правой части (28) соответствует интерференции отра­
женных от открытого конца волн с падающей, вторая — потоку отражен­
ных волн, а третья — интерференции отраженных волн между собой.

На основании формул (26) и (28) был проведен численный анализ 
диаграмм направленности излучения, а также коэффициента отражения 
при условии, что на открытый конец падает волна заданного типа.

На фиг. 1 у а—в представлены некоторые результаты исследования за­
висимости направленности излучения различных мод от адмитанса на 
безразмерной частоте к а = 9,42. На этой частоте при т= 0 могут суще­
ствовать три распространяющиеся моды (0,1), (0,2) и (0,3). Величина
526



адмитанса изменяется по действительной (мнимой) части при фиксиро­
ванной мнимой (действительной). В рассматриваемую область изменения 
адмитанса попадают его оптимальные значения, которые соответствуют 
слиянию следующих простых радиальных мод |1,2|, |2,3|, 13,41 и обра­
зованию двойных мод.

На фиг. 1,а представлены диаграммы направленности излучения, 
когда на открытый копец канала падает мода (0,1). Интересным явля­
ется тот факт, что максимум в диаграмме направленности при $ = 0 ° ми­
нимален в том случае, когда адмитанс соответствует оптимуму по 
паре 11,21.

Когда па открытый конец падают волны более высокого порядка, чем 
(0,1), то характерным эффектом излучения из канала с адмитансными 
стенками (по сравнению с абсолютно жесткими) является наличие до­
полнительных максимумов в диаграммах направленности. Диаграммы 
направленности для моды (0,2), представленные на фиг. 1,6, показыва­
ют, что дополнительные максимумы возникают в направлении оси кана­
ла, что говорит о частичной трансформации моды (0,2) в моду (0,1). 
Когда адмитанс выбирается из условия оптимизации по паре мод 11,21, то 
излучение максимально в направлении оси канала, при этом в диаграмме 
направленности отсутствует максимум, соответствующий направлению 
излучения моды (0,2). Если же адмитанс соответствует оптимуму по паре 
12,31, то максимум в диаграмме направленности в направлении оси ка­
пала значительно меньше; однако в этом случае возникает небольшой 
максимум, соответствующий направлению максимального излучения моды 
(0,2). При сопоставлении диаграмм направленности на фиг. 1, а, б, соот­
ветствующих оптимальному импедансу по паре 11,21, видно, что они 
практически совпадают. Это является следствием близости соответствую­
щих корпей характеристического уравнения (22) к корню двойной моды.

На фиг. 1, б представлены диаграммы направленности излучения, 
кох'да на открытый конец падает мода (0,3). В этом случае, аналогично 
предыдущему, излучение в направленности оси канала максимально, 
когда адмитанс соответствует оптимуму по паре мод 12,31. При этом в 
диаграмме направленности от­
сутствует максимум, соответ­
ствующий направлению излуче­
ния моды (0,3), т. е. происходит 
трансформация моды (0,3) в моду 
(0,2). Выбор адмитанса, соответ­
ствующего оптимуму но паре 
13,41, приводит к уменьшению 
излучения в направлении оси ка­
нала, при этом в диаграмме на­

правленности появляются два 
небольших максимума, соответ­
ствующие частичной трансформа­
ции моды (0,3) в моды (0,1) и 
(0,2). Если же адмитанс соответ­
ствует оптимуму но паре |1,2|, 
го диаграмма направленности не 
очень сильно отличается от 
диаграммы направленности излу­
чения из канала с абсолютно жесткими стенками за исключением диапа­
зона углов вблизи оси канала. Результаты, представленные на 
фиг. 1, а—б, показывают, что излучение отдельных мод довольно сильно 
зависит от адмитанса, причем в некоторых случаях даже небольшое из­
менение адмитанса приводит к существенному изменению направлен­
ности излучения.

На основе вышеприведенного анализа можно высказать некоторые 
соображения по выбору звукопоглощающих конструкций в каналах. Для 
уменьшения интенсивности излучения п-й моды импеданс следует вы­
бирать из условия оптимизации по паре мод | п, /г+1|, а для того чтобы
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Фиг. 2. Частотная зависимость коэффици­
ентов отражения различных мод в цилинд­
рическом канале с адмитансом р= 
=0,316-ЮД36. 1 -  мода (0,1) 2 -  мода (0,2)



подавить максимум в диаграмме направленности, соответствующий на­
правлению излучения п-й моды,— по паре \п— 1, /г |.

При вычислении коэффициента отражения по формуле (28) число учи­
тываемых мод определялось из условия, чтобы отбрасываемые моды не 
давали с требуемой точностью вклада в поток энергии. Число таких мод 
растет с ростом частоты. На фиг. 2 представлены частотные зависимости 
полных коэффициентов отражения в канале с адмитансом [1=0,316—/0,136, 
когда на открытый конец падает волна (0,1) (кривая 1) и волна (0,2) 
(кривая 2). Существенным является наличие небольших максимумов, со­
ответствующих критическим частотам отдельных мод. Следует заметить, 
что вычисление коэффициентов отражения отдельных мод не имеет осо­
бого смысла из-за наличия интерференции отраженных волн с падающей, 
а также отраженных волн между собой.

Автор выражает благодарность А. Г. Мунипу и Е. А. Леонтьеву за по­
лезные замечания.
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