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Вычислено звуковое ноле источников, расположенных на стенках 
двугранных углов. Решение получено в виде быстро сходящихся рядов. 
Найдены формулы для сопротивления излучения и коэффициента кон­
центрации. Проведепы расчеты диаграмм направленности и сопротивле­
ния излучения.

Р а ссм отр и м  и зл учен и е зв у к а  источн и кам и , расп ол ож ен н ы м и  на стен ­
к а х  си стем ы  д вугр а н н ы х  угл ов , и зобр а ж ен н ы х  на фиг. 1 ,а . В се  грани  
и м ею т  к он еч н у ю  д л и н у  а. Н орм ал ьн ая  соста в л я ю щ а я  кол ебател ьн ой  с к о ­
р ости  у  (г )  оди н акова  на в се х  гр ан я х . Т аки м  обр а зом , мы  и м еем  п ери оди ­
ч е ск у ю  си сте м у  и сточ н и к ов , и м ею щ и х  п ери од  Ф =2п/М  п о  у гл у  ф, где М — 
к ол и ч еств о  п ол уп л оск остей . З ам етим , ч т о  в ч а стн ом  сл учае  М=  1 м ы  п о­
л уч а ем  за д а ч у  и зл учен и я  зв ук а  п ол осой  ш и р и н ой  а, п ри  М = 2  п ол уч ается  
т а  ж е  задача п ри  ш ирин е п ол осы  2а.

Фиг. 1. Расположение системы координат: а  -  система двугранных углов 
конечной длины, б  — двугранный угол, дополненный жестким экраном

(Ф=2я/Ж, р>=Д)

В  си л у  си м м етри и  зв у к о в о го  п ол я  отн оси тел ьн о каж дой  из п ол уп л оск о ­
ст е й  на п р од ол ж ен и я х  отр езк ов , и зобр а ж ен н ы х  па ф иг. 1  ,я ,  норм альная 
со ста в л я ю щ а я  кол ебател ьн ой  ск о р о сти  б у д е т  равна н улю . П оэтом у , не на­
р у ш а я  карти н ы  звук ового  п ол я , м ож н о  доп ол н и ть  каж ды й  о тр е зо к  а к у сти ­
ч еск и  ж естк и м  экран ом  и  п ерей ти  к д в угр а н н ом у  у гл у , и зобр а ж ен н ом у  на 
ф иг. 1 , б.

З в у к ов ое  поле м ож н о вы чи сл и ть, и н тегри р уя  ф ун к ц и ю  Г ри н а G для 
д в угр а н н ого  угл а  с  ж естк и м и  стен кам и

( 1 )

З д есь  р — п л отн ость  среды , s — и зл уч а ю щ ая  п овер хн ость , зави сим ость  от 
врем еп и  п ри н ята  в  виде exp  ( — icat) .



Ф ун к ц и я  Грина [1 , с. 2 81 ] им еет вид

cos рф cos  |хф'. ( 2 )

З д есь  ц = я т и /Ф , р >  и р<  — соотв е тств е н н о  бол ьш ее и  м ен ьш ее  из р а сстоя ­
ний до то ч е к  М{ и  М2 (ф и г. 1, б ) ,  в одной, из к о т о р ы х  н а х од и тся  и сточ н и к , 
а в д р у гой  — п ри ем н и к  звук а , вт—1 при  т= 0  и  ет = 2  при  т > 0 .

У стр е м и м  т о ч к у  М2 сначала на п ов ер х н ость  ф '= 0 ,  а затем  п а  п ов ер х ­
н ость  ф '= Ф .  Б удем  и ск а ть  поле в точ к е  p > = / ? > a ,  P(R,  ф ) =

о
ск о р о ст ь  в ви де v(r)= v0y\i(r), где г|Дг) — задан н ая  безр азм ер н ая  ф ун кция.

П л л т т Л  г » л т т л т л т т л п т » т т  Т 1УЧ ТЖГГЛ Н О -

и н теграла от  ф ун кц и и  Б ессел я , к отор ы й  м ож н о  п р ед стави ть  в виде сум м ы  
б ы стр о  сх о д я щ е го ся  ряда

Ч л ен ы  ряда  (4 )  б ы стр о  у б ы в а ю т  п ри  Мп>ка,  т . е . при п>ка/М.  Ф ор м у ­
л ы  ( 3 ) ,  (4 )  д а ю т  реш ен и е задачи  для д в у м ер н ого  сл учая . Д л я оп редел е­
н и я  п ол я  в  дальпей  зон е  в тр ехм ер н ом  сл уч а е , есл и  и зл учател ь  и м еет  вы ­
с о т у  h (ф и г. 2 )  и н а х од и тся  в  ж естк ом  эк р ан е, м ож н о  восп ол ьзов а ть ся  
соотн ош ен и ем , п ол уч ен н ы м  в [2 ] ,  Porp=PnJlh(Rk)'~'/i e x p  ( —in/А), где Р дл 
и  Рогр — соотв етств ен н о  звук овы е  давления, разви ваем ы е излучателем , 
один  из к отор ы х  им еет б е ск о н е ч н у ю  в ы со т у , а д р у гой  я в л я ется  огран и ­
чен н ы м  в этом  направлении и  и м еет  в ы со т у  h (ф и г. 2 ) .  (Д л я  излучател я  
без  ж е ст к о го  экран а  это  вы р аж ен и е с  д оста точ н ой  для п р а к ти ч еск и х  ц е ­
лей то ч н о сть ю  сп раведл и во п ри  в ы соте , п р евы ш аю щ ей  длин у звук овой  
вол н ы .) Д л я тр ехм ер н ого  сл у ч а я  п ол е , разви ваем ое огран и чен н ы м  п о вы ­
соте  излучателем , будет

Н а фиг. 3  п ри веден ы  зави си м ости  зв у к о в о го  давления от  угл а  ф, вы чи с­
л енны е п о  ф орм ул е (4 )  и п рон орм и рован н ы е к  м акси м ал ьн ы м  зн ачен иям  
ам п л и туды  поля п ри  разл и чн ы х к ол и ч ества х  п ол уп л оск остей . П р и н я то

0 ) + G ( r ,  /? , ф, Ф ) ]dr. З ап и ш ем  кол ебател ьн ую

Ф -..  --------— j *■—  ---------
ной высоты

(3>

П р и  равн ом ерн ом  распределении  
ф ( 0 ) = 1  задача св од и тся  к  вы чи сл ен и ю

J Jq(x)dx— 2 ^  / 9 + 2 т + | ( & я ) .

о

Д ля дал ьн его ноля при  & /? »  1 из вы раж ен и я  (3 )  получим
:(4>

—iMhpcvt eihR
оо

Рогр (Ry ф ) --- 2л  R
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р а вн ом ер н ое  распределение кол ебател ьн ой  ск о р о сти  ф ( г ) = 1 .  К ри вы е на 
ф и г. 3, а дл я  М = 2 сов п а д а ю т  с  диаграм м ам и н аправленности  п л оского  
п о р ш н я  дл ин ой  2а. Б ол ее  сл ож н ы й  хар ак тер  и м ею т  зави си м ости  при  М = 3. 
П ри  м алы х вол н овы х  р азм ерах  ка м ак си м ум ы  диаграм м ы  расп ол ож ен ы  
п ри  ф = 0 ° ,  6 0 °, 120°, а п ри  бол ьш и х  ка — п ри  <р=30° и  9 0 °. Д ействительн о, 
п р и  а<Х (л евая  схем а  на фиг. 3 , б )  указан н ы е направления соотв етств ую т

'Фиг. 3. Диаграммы направленности: а  — М = 2, б -Д /= 3 , в  -  М = 4, г - М = 5, д  -  М = 6.
Номера кривых равны волновому размеру к а

м и н и м ал ьн ой  разн ости  ф аз вкл адов  отдел ьн ы х эл ем ен тов  к аж дого  из и злу­
чател ей . П ри  а > \  (п р а ва я  сх е м а ) к а ж д ы й  из излучателей  п р и обретает  
со б ств е н н у ю  н ап равл ен н ость  и  н ачи н ает и зл учать  п ерп ен ди к ул ярн о своей  
п ов ер х н ости , в р езул ьтате  ч его  нап равл ен и я  м акси м ал ьн ы х зн ачен ий  см е ­
щ а ю тся .

Д л я М —4  (ф и г. 3 , в),  к ак  и  сл ед у ет  ож и д а ть , м ак си м ум ы  и зл учен и я  на­
п равлен ы  п ер п ен ди к ул я р н о п ов ер х н ости . П ри  М^Ъ  д ол ж н ы  п р о и сх о ­
д и ть  явлен ия , связан н ы е с  п ереотр аж ен и ем  звук а , и зл учаем ого  одной  
гран ью , на п р оти воп ол ож н ой  гран и . П ри  а<% (л евая  сх е м а ) пары  граней  
2—5 и 3—1 ф ор м и р у ю т  м ак си м ум ы  в  н ап равл ен и ях ср=0 и <р=72° со о т ­
в етствен н о , а пара  3—5 — м ак си м ум  в  направлении би ссек тр и сы  угл а , т . е. 
Ф=36°. В заи м н ое п ер еотр аж ен и е в этом  сл учае  м ало, та к  к ак  при  низких 
ч а ст о та х  п р ои сх од и т  ди ф ракц и я  и  и зл учен и е п ар ы  3 —5, обр азую щ ей  
«п о ч ти  п л оск и й » п орш ен ь, оги бает грани  1—2. П ри  а > л  н ачи н ается  п ер е ­
отр аж ен и е п о геом етр и ч еск ом у  за к он у . В  этом  сл учае  главны е м аксим ум ы  
ок а зы в а ю тся  направленны м и п од  углам и 18° и  54°. Д л я  М = 6 (ф иг. 3,6) 
п ри  а<Х  м а к си м ум ы  и зл учен и я  в направлении 30° ф ор м и р у ю тся  парами 
граней  3—6, 1—4  и  т . д ., м ак си м ум ы  п ри  а > Л  о б р а зу ю тся  в тех  ж е  на­
п равлен иях 30° согл а сн о  схем е.

З ави си м ости  м аксим альн ого звук ового  давления (прон орм ирован ны е 
к величине pcv0h/2n) приведен ы  на фиг. 4. .
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В ы чи сл и м  теп ер ь  коэф ф и ц и ен т кон ц ен трац и и  К. В  связи  с  тем , что 
гл авн ы й  м ак си м ум  м ож ет  б ы т ь  направл ен  в разн ы е точ к и  п р остр а н ства , 
бу д ем  для оп редел ен н ости  п ол агать, ч т о  К  оп редел ен о для направления, 
со о тв е т ст в у ю щ е го  би ссек тр и се  утла, т . е . <р=п/М.  И з ф иг. 3 ви дн о, ч т о  это  
направление со о тв е т ст в у е т  п ол ож ен и ю  гл авн ого  м ак си м ум а  при  а<%. 
Т а к и м  обр а зом , дл я  м алы х вол н ов ы х  р азм еров  н ай ден н ое зн ачен и е К  б у ­
дет  н аи бол ьш и м  для в се х  у гл ов  <р. В  т е х  сл у ч а я х , к огда  гл авн ы й  м акси м ум  
не бу д ет  совп а д а ть  с  н аправл ен ием  би ссек тр и сы , п ол уч ен н ое  значение К 
у ж е  не бу д ет  м аксим альны м  (и  м ож ет , н априм ер , ок а за ться  м еньш е еди ­
н и ц ы ) .

Д л я п ол учеп и я  м акси м ал ьн ого значения К , с о о тв е т ст в у ю щ е го  гл а вн о­
м у  м а к си м ум у  диаграм м ы , сл ед у ет  р а ссч и та н н у ю  п о ф орм ул е (7 )  величи­
н у  К  п одел и ть  на квадрат зн ачен и я  ди аграм м ы  н ап равл ен н ости  в н аправ­
лении  би ссек тр и сы , т . е . на D2{n/M).

П ол агая , ч т о  А > Х , в осп ол ь зу ем ся  ф ор м ул ой  для коэф ф и ц и ен та  к он ­
ц ен трац и и  ц и л и н дри ческого  и зл учател я  [3 ]

2 л

2 П
J  о г(ф )^ ф
о

Д и аграм м а н ап равл ен н ости , п р он ор м и р ован н а я  в  направлении би ссек ­
тр и сы  угл а , будет

(ф ) Р(п/М)
0 3

У ,  е „  ( —О МпС„п co s  M wp
п =О

с о

£ |е „ Ы ) м,‘С МЛ - 1 ) ’‘
п=О

П осл е п од ста н овк и  в ( 6 ) им еем
2 й_2 я

X мх
СО

| У ) е п( - г ) - ч "С Мп ( - 1 ) п

Фиг. 4. Максимальное звуковое 
давление. Номера кривых соот­

ветствуют числу М

п»=0
X

2 л/М оо

J  | У . е ,  ( —0  мпСМп co s  Мпц dq>
О п=0

Д л я то го  ч тобы  вы п ол н и ть  и н тегри рован и е, сл ед ует  п р ед стави ть  квад­
р а т  м од ул я  су м м ы  в виде п рои зведен и я  к ом п л ек сн о -соп р я ж ен н ы х  вели­
чин . В  р езул ьтате  п ол учим

со

| £ 1е Л - 0 МпС м„ ( - 1 ) ”

2  h
(7)

с о

п=о
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Н айдем  средн и й  и м п едан с и зл учен ия  Z  (рассчи тан н ы й  на единицу п л ощ а­
д и  п ов ер хн ости  и зл у ч а тел ей ). В осп ол ьзуем ся  определением

J ^  (п,0)т|) (г,) йл

Z ,  = ---------------------------------- ,  ( 8 )
а

J y  (г ) dr
О

согл а сн о  к о то р о м у  и м п едан с и зл учен ия  равен  отн ош ен и ю  зв у к ов ого  дав­
л ен и я  на п ов ер хн ости  и зл учател я  (давление оср ед н ен о  с  весом , соотв етст ­
вую щ и м  расп ред ел ен и ю  кол ебател ьн ой  ск о р о ст и ) к средней  колебательной  
ск ор ости . З ам етим , ч т о  восп ол ьзов а ть ся  вы раж ен и ем  (3 )  в дан н ом  случае 
нельзя , так  к ак  он о  справедливо лиш ь при  Я > а ,  а при  вы числении им пе­
д а н са  и зл учен и я  п р и д ется  вы ч и сл и ть  зв ук овое  п ол е на п овер хн ости  и злу­
чател я  в точ к е  г ,< а .  П о эт о м у  сл ед ует  вер н уться  к  и сходн ы м  вы раж ен и ­
я м  ( 1 ) ,  ( 2 ) и  дл я  вы числ ен ия поля в точ к е  н абл ю ден и я , н аходя щ ей ся  
на п ов ер х н ости  и зл учател я , т . е. Р(ги 0 ) ,  р а зби ть  интеграл  (1 )  на сум м у  
д в у х  и нтегралов в предел ах  0 -г г 4 и  в первом  из к о т о р ы х  перем енная 
ин тегри рован и я  r C r t, т . е . р < = г  и  р > = г 1, а во втор ом  г > г „  т . с . р > = г  
и  p < = r i .  Т огд а

P{r, 0 ) =  ^ Р  [ j  у (г )  У ,  BnJMn(kr)H^n ( krs)dr+
о Я—о

а со '

+  [ у(г) У  e j u n i k r j Нмп (Ar)drj .
г, П—О

П осл е  п одстан овк и  этого  вы раж ен и я  в  ф орм ул у  (8 )  п ол учим  два  двой н ы х 
и нтограла. В тор ой  из н их м ож н о  п р еобр а зова ть , и сп ол ьзуя  ф орм ул у  Д и ­
ри хл е для и зм ен ен и я п оряд ка  ин тегри рован и я  в двой н ом  интеграле. В  р е ­
зул ьтате

(9)

З д есь
1  а

11)сР=  —  J -ф (х) dx,

d „ = 2

ha xtШ J M i l  (X) ПM n (tfi)ty (# )t| > (# t)d£ j dx i.
о  о

И ссл ед уем  сх од и м ость  сум м ы  ( 9 ) ,  учи ты вая , что  коэф ф и ц и ен ты  содерж ат 
как возр а ста ю щ и е, так  и убы ва ю щ и е ф ункции  н ом ера п.

Р ассм отр и м  члены  су м м ы  с  д оста точ н о  бол ьш им и  индексам и  цилинд­
р и ч еск и х  ф ун кц и й  q=Mn>ka,  т . е. п>ка/М.  Т а к и м  обр а зом , для этих 
членов q>x , Xi. В осп ол ьзу ем ся  аси м п тоти ч ески м  вы р аж ен и ем  для цилинд­
р и ч еск и х  ф ункций  при  ин дексе, бол ьш ем  аргум ен та  [2 ] ,  и  составим  про-
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изведение

Fq(x,Xi)=Ji (x )H j>) (хЛ ж l
л[(д2- х г) (q2- x S ) ] '1- X

( m
q+l/q '-xS
q+l/q2- x z Xi

Д л я и ссл ед ован и я  сх од и м ости  п ол ож и м  q>x, х{. Т огд а  и м еем  оц ен к у

Т аки м  обр а зом , dn и м еет  п ор я д ок  1 / ( М и ) 2 и  р я д  сх од и тся . З ам етим , 
одн ако, ч т о  эт о т  ряд  сх о д и т ся  м едленнее, ч ем  р я д  ( 4 ) ,  и  п ри  вы числении 
и н теграла (1 0 )  с  п ом ощ ью  Э В М  в озм ож н а  си туа ц и я , при  к отор ой  JMn 
об р а ти тся  в  м аш инны й н ул ь, а Н$п вы й дет  за  р а зр я д н у ю  се тк у , х о т я
сх од и м ость  ещ е не б у д е т  обесп еч ен а . П о эт о м у  для вы чи сл ен и й  сл ед ует  
р а зби ть  су м м у  (9 )  п а  две  су м м ы : о т  0  до N  и  от  iV -f 1 д о  беск он еч н ости , 
гд е  N  н а х од и тся  и з  соотн ош ен и я  М (Л Ч -1 )~  (3-Н5) ка, т. е. iV ~  (3 -^ 5 ) ка/ 
/М—1, но не м епее 2.

П ер в а я  су м м а  в ы ч и сл я ется  н еп оср ед ствен н о , дл я  в то р о й  су м м ы  и с ­
п ол ь зу ется  п р и бл и ж ен н ое  соотн ош ен и е  (1 1 ) .  К р ом е  того , м ож н о  п ри м е­
н и ть  м етод ы  ул уч ш ен и я  сх од и м ости , и сп ол ьзу я  оц е н к у  (1 2 ) .  Г ор а зд о  бол ее  
п р остое  вы р аж ен и е м ож н о  п ол уч и ть  други м  сп о со б о м  для вещ ествен н ой  
соста в л я ю щ ей  Z s, т. е. акти вн ого  соп р оти вл ен и я  излучен ия . З ап и ш ем  в ы ­
раж ен и е для изл учаем ой  м ощ н ости

З д есь  Р д — зв ук овое  давление в дальнем  п ол е в  т о й  ж е  точк е , дл я  к отор ой  
оп р ед ел ен  коэф ф и ц и ен т кон ц ен трац и и  (т . е. п р и  <р=п/М). Р аспредел ен ие 
ск о р о сти  сч и та ем  вещ ествен н ы м . С оп роти вл ен и е и зл учен и я  запиш ем  ана-

ф ор м ул ы  (1 .3 8 ) р а б о т ы  [3 ] л и ш ь м н ож и тел ем  s, та к  к ак  в дан н ом  случае 
н ай ден о соп роти вл ен и е на еди н и ц у  пл ощ ади , а в р а б о те  [3 ]  — п ол н ое с о ­
противление.

В  н аш ем  сл учае  п л ощ ад ь  и зл уч а ю щ ей  п ов ер х н ости  бу д ет  s=2ahM. 
К оэф ф и ц и ен т , равн ы й  2, учи ты вает, ч т о  каж дая  п ол у п л оск ость  им еет две 
и зл уч а ю щ и е стор он ы . И сп ол ьзуя  ф ор м ул ы  (7 )  и  (1 3 ) ,  а та к ж е  (4 )  при  
Ф=п/М,  найдем

Fq{x, X i)~—i/nq{x/x i ) 9. Т еп ер ь  найдем  оц ен к у  коэф ф и ц и ен тов  dn при  
п>ка\М\  и  ф (а : )= 1 .  П осл е  и н тегри рован и я  п ол учим

d„^—i(ka) 7  пМп {Mn+i ) . ( 1 2 )

И з п осл ед н и х  д в ух
5

представл ен и й

|Р0Г  4лгг
V 02p C  Ks\j)cp

(1 3 )

П ри  г| )($ )=1  п ол учим  ф ор м ул у , отл и ч а ю щ у ю ся  от

(14)
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В  отл и чи е от  (9 )  в  п осл ед н ем  вы р аж ен и и  р я д  б ы стр о  сход и тся . З ави­
си м ость  отн ош ен и я  rs/p c  о т  ка п оказан а  на фиг. 5 . П ри  м алы х значени­
я х  М  ук азан н ое  отн ош ен и е б ы стр о  стр ем и тся  к  единице. Зам етим , ч т о  
кри вая  для М = 2, к ак  и  сл ед у ет  ож и дать , в  точ н ости  совп адает с  кривой  
для М=  1 , есл и  м а сш та б  п о о си  а б сц и сс  увел и чи ть  в  2  раза, в соответстви и  
со  сказан н ы м  вы ш е.

Фиг. 5. Сопротивление излучения, рассчитанное 
на единицу площади. Номера кривых соответ­

ствуют числу М

П ри  увеличении  М  п оя в л я ю тся  значительны е осц и лл яц и и  кри вы х, ч т о  
свя зан о  с о  взаи м н ой  н а гр у зк ой  и зл учател ей  д р у г  на друга . О собен н о си л ь­
но в озр а ста ет  п ер вы й  м ак си м ум  к р и вой . Д л я то го  ч то б ы  оц ен и ть  его  п ол о ­
ж ен и е, п ол ож и м  М^>ка. Т огд а  в ф орм ул е (1 4 ) о ста н ется  л и ш ь член  п = 0. 
П риравн иваем  н у л ю  п р ои зв од н у ю  drs/d(ka).  В  резул ьтате  п ол учим  у р а в -

ha
н ен и е отн оси тел ь н о  ка, 2kaJ0(ka)=  J J0(x)dx. Д л я  реш ен и я  этого  у р а в -

0
н ен и я  м ож н о  и сп ол ьзов а ть  табл и ц ы  и н теграл ов  от  ф ун кц и и  Б ессел я , п ри ­
веден н ы е, н априм ер , в  сп р авочн и к е [4 ] .  П ервы й  к ор ен ь  этого  уравн ен и я  
равен  1 ,713. П о эт о м у  м акси м ал ьн ое значение соп р оти вл ен и я  излучения 
д ости га ется  при  а = 0 ,2 7 Я . П оявл ен и е этого  м акси м ум а  о б ъ я сн я е тся  тем , 
ч т о  п ри  бол ь ш и х  М  обл а сть  м еж д у  соседн и м и  и зл учател ям и  п ревращ ается  
в у зк и й  клин к он еч н ой  длипы , и м ею щ и й  н ек отор у ю  аналогию  с  отр езк ом  
вол н овода , о тк р ы того  с  одн ой  стор он ы . Т а к  ж е , к а к  и  для отр езк а  в ол н о­
вод а , излучен ие из кл и н ови дн ой  обл а сти  дол ж н о н оси ть  резон а н сн ы й  ха ­
рактер.
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