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Примепен метод конечных разностей к задаче о вычислении звуко­
вого ноля точечного источника в неоднородном по трассе подводном 
звуковом канале. Исследована сходимость и устойчивость конечно-раз­
ностных решений. На численных примерах показана высокая эффектив­
ность вычисления параметров звукового ноля.

В связи с исследованием дальнего распространения звука в океане 
интенсивно разрабатываются методы вычисления акустических полей в 
нерегулярных средах. В такой среде, где звуковое поле не может быть 
записано в общем случае аналитическими формулами, необходимо чис­
ленно решать исходное дифференциальное уравнение в частных произ­
водных. Наиболее эффективны для решения дифференциальных уравне­
ний в частных производных и хорошо приспособлены к возможностям 
ЭВМ конечно-разностные методы. Такой подход обсуждался еще в рабо­
тах [1, 2 ], где, в частности, был введен важный постулат поглощающих 
границ. В работе [3] выполнено прямое конечно-разностное решение вол­
нового уравнения, но даже и при дополнительно введенных упрощающих 
условиях этот метод требовал огромной памяти ЭВМ и большого времени 
счета, поэтому практически был непригоден для приложений в гидро­
акустике. Однако использование параболических аппроксимаций позво­
лило сильно упростить исходное волновое уравнение и применить для 
его решения эффективные конечно-разностные методы. Примером успеш­
ного применения неявных конечно-разностных схем в задачах вычисле­
ния звуковых полей служат работы [4, 5 ], в основу которых положено 
решение параболического уравнения. В монографии [6] развит конечно- 
разностный систематический подход к решению волновых акустических 
задач широкого класса.

В настоящей работе предлагается конечно-разностный метод вычисле­
ния акустического поля в нерегулярном подводном звуковом канале. 
В основу метода положено решение эллиптического уравнения для оги­
бающей функции звукового сигнала с использованием конечно-разностной 
явной схемы, что позволяет достичь высокой эффективности вычислений 
параметров звукового поля.

В качестве акустической модели океана возьмем нерегулярный жид­
кий слой глубиной Я, ограниченный двумя плоскопараллельными свобод­
ными границами. Введем цилиндрическую систему координат {г, 2, 0}, 
где ось 2 направлена от нижпей границы вверх, г расстояние по горизон­
тали, 0 — азимутальный угол. Пусть волновое число не зависит от азиму­
тального угла 0 и справедливо равенство А:2(г, z )= k 02( l —Eq)(r4 2) ) , где 
/с0=2л/о/с0 — волновое число в точке излучения (0, 2, 0); Е — безразмер­
ная константа, |Я|<1; функция <р(г, 2) имеет вогнутый вид и изменяется 
в пределах (0,1) с минимумом внутри волновода, что соответствует обра­
зованному профилем с (г, 2) подводному звуковому каналу.

Заметим, что нижняя граница волновода взята свободной из тех со­
ображений, что на большие расстояния, порядка 100 км и более, рас­
пространяются лишь те звуковые волны, которые захватываются каналом 
и не взаимодействуют с поглощающим дном океана. При распространении 
в звуковом канале наибольшая часть энергии концентрируется в секторе
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V углов с полушириной порядка 5°, поэтому при расчетах поля можно огра­
ничиться узконаправленными излучателями [7].

Пренебрегая азимутальной производной, что указывает на возмож­
ность пренебречь рассеянием из одного азимутального направления в дру­
гое, за 
в виде:

11Ш1ем краевую задачу для эллиптического уравнения Гельмгольца

н1 д ' д д- 
дг ' дг + .dz‘

+  Л*(г,*)] p (r,z )= = in Q 8 (z-z0) - ~ ~ ,

р(г, 0 )= 0 , р (г ,Н )=  0, Im к2> 0  Ига р-+0, (1)
ОО

Q — сила источника.
На больших расстояниях от источника при Ar0r>  1 акустические вол­

ны в океане распространяются практически горизонтально, поэтому зву­
ковое поле можно представить в виде волнового пакета «прямых волн» с 
медленно меняющейся огибающей

Р (г> г) = v  (г, z) |/ ——  exp (ik0r-in/4), (2)

где i>(r, z) — медленно меняющаяся огибающая; У2/л&0гехр

асимптотика быстро осциллирующей функции Хан коля //оЧ&ог). Под­
ставляя представление (2) в уравнение (1) без правой части, так как 
вблизи источника соотношение (2) не выполняется, пренебрегая членами, 
убывающими с расстоянием как г-2, и поделив обе части уравнения на 
У2/я/с0гехр (ik0r—inl4), получим краевую задачу для эллиптического 
уравпепия относительно огибающей функции v (г, z) в виде

( iktr—i ~  )  —

Vrг (г, z )+ 2 ik 0vT(r, z )+ v zz(r, z ) - E k a2(p(r, z )v (r , z )= 0 ,

v(r, 0 )= 0 , v ( r ,H )=  0,

где vry Vrry vzz — соответственно первая и вторая * производные функции 
у(г, z) по г и вторая производная функции v(r, z) по z. Пренебрегая чле­
ном vrr в уравнении (3), получим краевую задачу для параболического 
уравнения относительно огибающей функции у (г, z)

2ik0vr(r, z )+ v zz(r, z)-J?A02(p(r, z )v (r , z )=  0,

v(r, 0 )= 0 , v(r, H) = 0 . (4)

Начальные вертикальные распределения для задач (3) или (4) можно 
найти из решения непосредственно краевой задачи (1 ) ,-представленного 
вблизи области расположения источника излучения в виде суммы нор­
мальных волн, полагая, что волновод в этой области стратифицирован, 
а вклад «обратных волн» пренебрежимо мал.

Для решения краевых задач (3) или (4) используем метод конечных 
разностей. С этой целью введем в области расчета прямоугольную равно­
мерную конечио-разносгиую сетку frn, zm] с шагами h вдоль оси г и I 
вдоль оси z. Определим в узлах сетки сеточные функции

т  т
т  /  \  ,  ,  m  V n  +  i  l>n + lvn = v (r  zm), cp„m=cp ( r n,Zm) ,  Vr,n = -------------

2 h

m
Urrtn

v„+i- 2 v nm+ v n: ,
Kl (5)

m
VZrn

m+* П m I m” 1vn —2vnm+ v n
, m =0, л=0,

Рассмотрим сначала задачу (3). Подставляя соотношения (5) в уравне-
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иие (3), получим систему сеточных уравнений

C . - W + C i
N

+  2 ik. Vn + 1 — Vn-l
2 h

m+l г» ™ I *»—1 i;n —2i>*m+i;«
- £ / c 02cpnŵ nm= 0 .

(6)
Из системы (6) можно получить конечно-разностные вычислительные со­
отношения для решения исходной краевой задачи (3 ). С этой целью за­
пишем отдельно уравнения (6) для действительной и мнимой частей, 
полагая vnm—v'nm+ iv "nm. Разрешая эти уравнения относительно

vn+i и vn+li получим окончательные вычислительные формулы в виде:

Ь'п-И — 1 У 'и п
m

к2
п

/ / rn + i . /  m—1 V , 7 т / //  ™ // г г  V / m
(у»

И 7П
Vn + i

\+кА [ - kohTnтпVп
, , h3k0 ,  ,
n +  -jT -(v *,m+>+Vnm~ ')+ T nmv „ " m-

h
- ( v r +i- v r  V d - W i ; " :  + 2 k0hvn'

0
m ( 7 )

где Tnm= 2 + k 02hzE(p„m+  (2h2) /I2.
Докажем, что выбранная разностная схема сходящаяся и решение ис­

ходной дифференциальной задачи можно вычислять по соотношениям (7). 
Доказательство сходимости можно разбить на проверку аппроксимации 
дифференциальной задачи разностной и доказательство устойчивости раз­
ностной задачи.

Пользуясь аппаратом построения и исследования разностных схем [8], 
можно показать, что конечно-разностная задача (6) аппроксимирует ис­
ходную дифференциальную задачу (3) и порядок аппроксимации 
О (h2+ l2).

Докажем теперь устойчивость выбран пой явной конечно-разностной 
схемы и определим ограничения на величины максимально возможных 
шагов сети h и I. Воспользуемся свойством акустического поля канали­
зироваться вблизи горизонта с минимальпой скоростью звука. Так как 
выбран профиль скорости звука с минимумом внутри волновода, то, ис­
пользуя закон Снеллиуса, можно определить максимальный угол выхода 
лучей р шах? которые захватываются каналом:

к0 (1 —Е) t,a=ko cos Вшах.
Все лучи с углами выхода, превышающими ртах, пе захватываются кана­
лом, взаимодействуют с границами и после многократных отражений за­
тухают, не внося вклада в общее поле на больших расстояниях ft0r » l .  
Поэтому ограничимся рассмотрением только узконаправленных излучате­
лей с углами выхода лучей pn<Pmax.

Разложив функцию (1—Е)'к в ряд по степеням Е и пренебрегая чле­
нами выше первого порядка малости, соотношение (8) перепишем в виде

cos ртах—l — VzS. (9)
Отсюда __

S inpm ^V fi. (10)

Начальная задача для уравнения (3) корректна и конечпо-разностное 
решение устойчиво, если исключить из решения все лучи с углами выхо­
да (5„, удовлетворяющими условию pn> fW -  Покажем, что в случае слабо- 
неоднородных сред это можно сделать соответствующим выбором шага 
сетки I на поперечпом сечении волновода [6].

Воспользуемся методом «замороженного» коэффициента, согласно ко­
торому для рассмотрения устойчивости разностной схемы и выбора вели­
чины тага  I полагаем к2 (г, z )= k 02= const. В терминах волновой акустики 
sin pn= V £*/&(,, где £п=&2—Я„, Хп — собственное значение для нормальной 
волны, соответствующей углу рп. Таким образом, вклад в суммарное зву­
ковое поле на больших расстояниях дают лишь волны, захватывающиеся
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каналом, для которых справедливо перавенство

Ус —
0 < - ~ < У Е .  (11)

/Со

В случае разностной задачи, согласно результатам работы [9, с. 63], 
выражение для £п можно записать в виде £n=  (4/72)sin2(w n//2 //).

При малых значениях I хорошо аппроксимируются все распространяю­
щиеся нормальные волны. При больших значениях I хорошо аппроксими­
руются только нормальные волны с малыми номерами п. Учитывая нера­
венство |sin(miZ/2#) |<1, найдем, что для выполнения хорошей аппрок-

2 0  6 0  1 0 0  т о  1 8 0  2 2 0  r t кя

Фпг. 1. Зависимость интенсивности звукового поля па глубине 890 м от расстояния 
в волноводе с профилем скорости звука Ci(z), вычисленная па основе решения 

эллиптического уравпепия -  1  и параболического уравнения -  2

симации воли, для которых выполняется условие (И ), необходимо выби­
рать величину шага

1 ^ 2 к 0ГЕ. (12)
Используя в качестве решения функцию v(r , z )= e iar sin(лп/H z), соотно­
шение (6) перепишем в виде

(2cosaA —2) (2к0) . 4 /  пл1
--------- -------------------

Возводя обе части этого равенства в квадрат, получим уравнение
sin2a ft ( l+ /i2) —2А sin ah + A 2- B 2=Q, (13)

™е ж [ 1+4 i ^ r sia' ( Jw ) + k -'h'E ) } -  в ~ 1 / к л ■
Уравнение (13) разрешимо относительно sin ah в области вещественных 
чисел при условии, что

А2< В 2+ 1. . (14)
Подставляя в неравенство (14) значения А  и В, учитывая соотношения
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(12) и неравенство sin2( jw //2 f f )< l ,  получим условие для выбора макси­
мальной величины шага h вдоль оси г, при которой численная схема ос­
тается устойчивой

k J i< {\ -2 E )4 E .

Условия (12) и (15) определяют область устойчивости построенной схемы, 
аппроксимирующей исходную дифференциальную задачу. Таким образом, 
сходимость доказана. Аналогично можно получить условия устойчивости 
для параболического уравнения, которые мало отличаются от условий (12)

м Z ,  м С, (2), М/С еЦг), м/с 
%

2, М с, (2), м/с С2(2), М/С

1 0 1507,57 1507,57 13 1650 ' 1500,06 1500,01
2 150 1506,27 1504,44 14 1800 1500,15 1500,02
3 300 1505,03 1503,33 15 1950 1500,42 1500,03
4 450 1503,91 1502,03 16 2100 1500,84 1500,17
5 600 1502,94 1501,16 17 2250 1501,38 1500,26
6 750 1502,12 1500,60 18 2400 1502,06 1500,57
7 900 1501,43 1500,27 19 2550 1502,87 1500,10
8 1050 1500,87 1500,11 20 2700 1503,83 1501,95
9 1200 1500,45 1500,03 21 2850 1504,94 1503,22

10 1350 1500,17 1500,02 22 3000 1506,16 1505,03
11
12

1500
1570

1500,03
1500,00

1500,01
1500,00

23 3141 1507,57 1507,57

и (15), а вычислительные формулы в этом случае имеют вид:

Г т
~ h  l //m+t

Vn + t =
W* Vn

// »П h r f m+1
Vn + i  = k j l

[ V n

+ » r ~ i « и * : " ,

+и
Г т— 1 
п

/
п

И m
7 1 - 1  1

(16)

где 5,„тп= 2 + к021гЕ<рпт. ,
С использованием вычислительных соотношений для эллиптического 

уравнения (7) и для параболического уравнения (16) на языке Фортран 
для ЭВМ БЭСМ-6 составлены программы расчета звукового поля. На­
чальные данные в обоих случаях задавались в виде суммы нормальных 
волн однородного волновода со скоростью звука 1500 м/с. Глубина волно­
вода Я=3141 м.

На фиг. 1 показана зависимость интенсивности звукового поля на 
глубине 890 м от расстояния до источника. Точечный источник располо­
жен на глубине 1950 м в регулярном волноводе с профилем скорости зву­
ка ct(z) (см. таблицу) и имеет частоту 238,73 Гц. Уровень 0 дБ соответ­
ствует интенсивности поля на расстоянии 1 км. Вычисления проводились 
по соотношениям (7) — 1 па фиг. 1 и соотношениям (16) — 2. Сравнивая 
приведенные кривые, можно отметить, что положения зон освещенности 
и зон тени совпадают. Хорошо совпадают кривые в первой дальней зоне 
акустической освещенности. Однако с увеличением расстояния от источ­
ника излучения возрастает ошибка вычисления уровня интенсивности поля 
в зонах освещенности и достигает 4 дБ на расстоянии 190 км от источ­
ника. Таким образом, не всегда оправдан переход к параболическому урав­
нению, связанный с пренебрежением членом vrr. В таких случаях необ­
ходимо использовать для вычисления ноля непосредственно уравне­
ние (3).

О точности вычисления поля конечпо-разностным методом можно го­
ворить, сравнивая зависимости, Приведенные на фиг. 2, где 1 — интенсив­
ность поля, вычисленная с использованием соотношений (7), а 2 — вы­
численная лучевым методом. Глубина излучателя и приемника были взяты 
соответственно 1570 и ИЗО м, частота излучения 238,73 Гц. Полуширина 
диаграммы направленности излучателя — 5,74°. Совпадение результатов 
можно считать удовлетворительным. На дальностях 45—54 и 99—108 км, 
т. е. в зонах геометрической тени, где, согласно лучевой теории, поле от­
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сутствует, конечно-разностный метод дает уровни на 20—25 дБ меньше, 
чем уровни в зонах освещенпости.

При изменении профиля скорости звука по трассе зональная структура 
поля нарушается, что хорошо иллюстрирует фигура 3. Здесь изображена 
зависимость интенсивности звукового ноля от расстояния для тех же усло­
вий излучения, что и на фиг. 2, но уже в нерегулярном волноводе, в кото­
ром профиль c,(z) на участке протяженностью 0,1 км линейно переходит 
в профиль c2(z) (см. таблицу). Изменение профиля скорости звука про-

Фиг. 2. Зависимость интенсивности звукового поля на глубине ИЗО м от расстояния 
в волноводе с профилем скоростей звука ct(z), вычисленная конечно-разностным

гощ (р/р0)

Фиг. 3. Зависимость интенсивности звукового поля на глубине ИЗО м от расстоя­
ния в нерегулярном волноводе

исходит на расстоянии 63 км от источника и зональность поля нарушается 
начиная с этого расстояния.

Заметим, что в данном случае на вычисление одного разреза поля до 
расстояния 151 км по лучевой программе потребовалось 18,18 мин вре­
мени счета ЭВМ БЭСМ-6. Для вычисления 314 разрезов поля до той же 
дальности конечно-разпостпой программе потребовалось 8,30 мин счет­
ного времени.

Высокая эффективность вычисления поля одновременно по всей глу­
бине волновода позволяет получать рельеф звукового поля (пространствен­
ную картину интенсивности как функцию глубины и дальности).

Таким образом, предложенный метод может быть использован в ряде 
прикладных задач для оценок распределений интенсивности звуковых по­
лей в нерегулярных по трассе подводных звуковых каналах в тех случаях, 
когда применение лучевой теории затруднительно.
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