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О ГЕНЕРАЦИИ ЗВУКА ВИХРЕВОЙ ТОЧКОЙ
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Найдено решение задачи излучения звука вихревой точкой в 
плоском стационарном потоке слабосжимаемой жидкости с произволь­
но искривленными линиями тока в некоторой ограниченной области в 
виде ряда по степеням числа Маха, коэффициенты которого зависят от 
лагранжевых координат вихревой точки.

Излучение звука вихревым потоком слабосжимаемой жидкости обус­
ловлено нестациопарностыо течения [1]. Различные конкретные задачи 
плоского движения вихревых точек, при котором генерируется звук, рас­
смотрены в ряде работ (см., например, [2—7]). В этих задачах нестацио­
нарное движение вихрей вызывалось полем (скоростей других вихрей с 
учетом их мнимых отражений в границе. Таким образом, поток среды 
обусловливался самим вихревым движением.

Излучение звука при движении вихревых точек в стороннем потока 
жидкости, куда они могут быть внесены, до сих пор не рассматривалось. 
Однако ясно, что в большинстве реальных ситуаций, когда скорость сто- 
роппего потока существенно больше скорости движепия дапной вихревой 
структуры, обусловленного взаимодействием вихрей, следует в первом 
приближении рассматривать движение каждой вихревой точки как движе­
ние частицы жидкости в той точке потока, куда помещена вихревая точ­
ка. Это справедливо, в частности, для потоков с турбулентностью, где 
средняя скорость много больше скорости пульсаций, порождаемых вих­
ревым движением.

Рассмотрим плоское стационарпое движение невязкой слабосжимае­
мой жидкости вдоль оси X  декартовой системы координат. Пусть в не­
которой области в окрестности начала координат движение возмущено 
так, что линии тока искривлены. Такое возмущение может быть вызвано, 
например, обтеканием некоторого тела. Представленный стационарный 
поток не генерирует звука, однако вихревая точка, помещенная в поток, 
будет двигаться в области возмущения течения с ускорением, а следова­
тельно,— излучать звук. Пусть вихревая точка движется из бесконечности 
на расстоянии h  от оси X  в положительном направлении оси. Движение 
центра вихря описывается лагранжевыми координатами соответствующей 
точки потока. Для стационарного потока лагранжевы координаты вихре­
вой точки X, Y  описываются решением автономпой системы уравнений:

dX/dt=u(XY), dY/dt=u(X , 7 ), (1)

где a, v — компоненты эйлеровой скорости потока.
Введем безразмерные переменные. Нормируем расстояние на некото­

рый характерный размер d, время —на величипу d/U, где U — скорость 
потока вдали от начала координат, потенциал скорости нормируем на 
величину dU. Тогда комплексный потенциал скорости потока имеет сле­
дующий вид:

Й (X, у , г) =Й„ (X, У)+ - ^ - i  niz-z0 (г) ], (2)
2nud

где Г — циркуляция вихря, Z0 — координата центра вихря, й 0 — потенциал 
потока без вихря, dQJdZ=u—iv.

В нормированных коордипатах волновое уравнение в однородном по-
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(3)

токе вдоль оси X  имеет вид [ 1 ]
д2<р

Л<р- М 2
2 М2 92ф

Л* U - M * d t d X '
=  0,

где ф —потенциал скорости, Х'=Х/1/1—М2 — сжатая по потоку координа­
та, M=U/c — число Маха, с — скорость звука.

Введем два набора координат: используемые до сих пор физические 
нормированные координаты назовем «внутренними», а сжатые коорди­
наты z=MZ  — «внешними». В слабосжимаемой среде М<  1 после прене­
брежения членами — М2, уравнение (3) во внутренних координатах пере­
ходит в стационарное уравнение Лапласа

Д2'Ф=0, (4)

а  во внешних координатах — в волновое уравнение
д2(р 2М <Э2ф

Д  »сл--------- ------- ---------- ------------=  и.
дЬг 1 1 -М 2 d tdX '

Решение (4) уже известно — это вещественная часть потенциала (2). 
Решение уравнения (5) может быть найдено с учетом граничных усло­
вий, например в виде разложения по собственным фупкциям с неопреде­
ленными коэффициентами. Перейдем к стационарному уравнению Гельм­
гольца, сделав преобразование Фурье по времени. Тогда в общем виде 
решение стационарного уравнения (5) для спектров в плоскости с пред­
полагаемым источником звука в начале координат представим в виде ряда

ф. (z)=exp < —{
т М Х ’
У1-М2

со
) ! > • (

(В Г

VI- м г‘
j  [i4„costt0+.#nsmrc0],

где — функция Хапкеля 1-го рода, г, 0 — полярные «внешние» коор­
динаты, r=\z\, 0=argz.

Следует отметить, что волновые размеры области возмущепия потока 
и соответственно обтекаемого тела много меньше единицы, поскольку ха­
рактерные частота излучения (о=U/d  и длина волны %=2nd/M'>d. Поэто­
му дифракцией излучаемого звука на обтекаемом теле можно пренебречь. 
Для процедуры сращивания асимптотических разложений найдем «внеш­
нюю» асимптотику «внутреннего» решения (2), для чего заменим коор­
динаты на «внешние» и устремим М к нулю:

( z \  t r  i JL 
\ м )  2л Ud М

1Г MZ0{t) 
2 nUd z

+ о (М).

В полученном выражении только третье слагаемое является нестационар­
ным, а первое и второе — стационарны и не участвуют в генерации звука.

Таким образом, нестационарный вещественный потенциал скорости в 
нервом приближении по числу Маха имеет вид

=  № s m e - F o c° s 0), (7)
\  М /  2nUd г

где Х0 (£)> Y0(t) — функции времени.
Спектр потенциала (7) можно вычислить, зная явную зависимость 

полярных координат центра вихря от времени (решение системы (1)):

Ф, =  <*•sin cos е ) - (0)\ М 1  2яUd г
где Х0, То означают преобразование Фурье по времени лагранжевых ко­
ординат вихревой точки. «Внешнее» решение (6) во «внутренних» коор-
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динатах должно совпадать с «внутренним» решением (8) во «внешних»' 
координатах при М->0. Асимптотика «внешнего» решения (6):

Ф, (MZ)«  -  ~ г Г  W  cos 0+ 5  sin 0). (9)пМ п  со
Приравнивая (8) и (9), получим выражения для неизвестных коэффи­
циентов «внешнего» решения:

$Г (оД/
А = V  ,  ч D  г Г  с о Д /

5 ^ о ( с ) ) ,  В --------- "7777 ~  ( с о )  • ( Ю ) .2Ud 2 ’ 4 '  ’ 2Ш  2
Таким образом, найдено звуковое ноле, генерируемое нестационарным 

движением вихря в стационарном потоке в виде спектра потенциала:
[ шМг' cos 0 \
1 — — ГЛ VI—л/2 У

, Л ч {Г#© 
ф(г,0, © )=;—г — ехр 4  X

4Ш

ХЯ!“ ( ^ ^ [ Г о Ы с о в в - ^ о Ы в т б ] .
\  VI-М*У

/ т

Возвратимся теперь к физическим ненормированным координатам в 
выражении спектра потенциала давления (11):

1Г { М cos 0 ■— --- — 1
—ikR ----- —  П - М 2 sin2 0 У

1—М2 )
X

X # 7  у 1 -л /2 sin2 е \  (Уо (©) COS Q-Xo (©) sin 0), (12)
Л 1—Л* / /

где к=(й/с.
В дальней зоне 7сй>1 функцию Ханкеля можно заменить ее асимптоти­
кой и получить:

ф (Д, 0, © ) « X  е_|Я/4 У  А  У  (1 _ ж г) /АД V 1-Л/2 sin2 0 X

" ( 1 3 >

X exp{ ikR(l—M cos 0) У1—M2sin2 0/1—М2} (У0(0 ) cos 0—Х 0(0 ) sin 0).
Из выражения (13) следует, что учет распространения звука в слабосжи- 
маемом потоке М<  1 дает в результате только сдвиг фазы, зависящий от 
угла наблюдения. С точностью до М этот сдвиг определяется множителем 
(1—i¥cos 0).

Решение нелинейной системы (1) для определения координат вихре­
вой точки представляет собой сложную задачу, имеющую явное решение 
лишь в небольшом известном числе случаев. Однако в случае слабого 
возмущения траектории вихря вблизи начала координат, когда скорость 
вихревой точки можно представить в виде суммы: u=U+ul и v = V \ \  
и{, Vi<.U, решение задачи представимо в виде разложения по малому 
параметру ч = т а х {&,/£/, vJU).

Рассмотрим этот случай. В нулевом приближении вихрь движется пря­
молинейно и равномерно X 0= t  (в безразмерных переменных), Y 0=h/d . 
Подставив в систему (1) координаты вихревой точки XQ+Xr, Yo+Yu по­
лучим систему для первого приближения

dXt щ (Хо, У0) Ui(t,h/d)
dt U U

dYt (Х0, У0) Vi{t,h/d) (14)

dt U U

Фурье-образы лагранжевых декартовых координат представятся в сле­
дующем виде:
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(15)

<х>

h/d  ̂е<ш‘ dt'
— оо

i ~
5̂ i (со) =  7 7 -  ^ 1  (t, A/d) efwf Л. U(o

— 0 0

Таким образом, выражение (13) в приближении слабого возмущения 
потока можно переписать в явном виде:

ф(г,е,») —— *!“/ = )  е х р { _
4£/2d т - л г * /  I

Д/г' cos 0
, .  , гео....... .........У Х

У1-Д/2/ I У 1-Д/ 2 }:
ОО «

X | cos 0 J y„(i, A/d) е,ы! d£—sin 0 j  гг, (t, A/d)efm<dij-. (16)
—  0 0 —  00

В качестве примера использования описанной выше процедуры опре­
деления акустического излучения вихревой точки в возмущенном стацио­
нарном потоке жидкости рассмотрим стационарное обтекание круглого 
цилиндра идеальной слабосжимаемой жидкостью. В плоскости Z  комплекс­
ный потенциал скорости потока представляется выражением [8]

■ Q.(X, Y)=U(Z+a*IZ), (17)
где а — радиус цилиндра.

Следовательно, в безразмерных «внутренних» координатах компонен­
ты скорости течения определяются выражениямиa 2 X f - Y f  а2 2 X 0Y q

U А2 (Х02+У02)2 ’ " А2 (X02W ) 2 ’ 1 '
где h=d  — высота траектории вихревой точки над осью X  вдали от нача­
ла координат.

Приближение слабого возмущения траектории вихря справедливо при 
условии а/А< 1, когда вихревая точка проносится потоком вдали от по­
верхности цилиндра. В этом приближении траектория вихря определяет­
ся уравнениями (15):

dXt а‘ f - 1 dYt а‘ 21
dt hz (t2+ l ) 2 ’ dt A2 U2+ l ) 2 * 

Подстановка w, и Vi в выражение (17) для спектра потенциала дает:

(19)

ф(г, 0,ш) =
агТМп тг(1) /  tor

j  exp i<
Mr cos 0

гео---------- —о) I X
A24£/A 4 1  - М г > '  *- V l-M 2

H i "  (

X £cocos 0—^ 1 — si n0j  .

]
(20)

Подставляя асимптотику функции Ханкеля и делая обратное преобра­
зование Фурье, получим выражение для потенциала скорости акустиче­
ского излучения вихревой точки в стационарном потоке, обтекающем 
цилиндр:

ф ( г , 0 ,  * ) « -
ГМ У 2 г cos0+V4sin0sin[V 2arctg(r—$)+я/4]

{Uh 4 I У2 [1+(г—0*]^
sin 0 cos[V2arctg(r—г)+я/4] ) а2

У г  ’ [ 1 +  ( г — 0 * ] ^  1  А 2
( 21)

Так же легко рассмотреть в приближении слабого возмущения генера­
цию звука вихревой точкой в потоке, обтекающем эллиптический цилиндр
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или иное тело, для которого известен комплексный потенциал эйлеровой 
скорости.

Итак, спектр излучения вихревой точки в возмущенном стационарном 
потоке слабосжимаемой жидкости представляет собой расходящуюся ци­
линдрическую волну с дипольной направленностью вдоль осей, причем 
коэффициентами дипольного излучения являются фурье-образы декарто­
вых лагранжевых координат той точки потока, куда помещена вихревая 
точка. Если лагранжевы скорости потока известны, то излучение вихревых 
точек в таком потоке может быть найдено в явном виде по формулам
(11) — (13). Если решение системы (1) не удается найти в общем виде, 
то для такого потока можно найти излучение вихревых точек в прибли­
жении слабого возмущения (16) по известному эйлерову полю скорости 
потока.
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