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РАСЧЕТ АКУСТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ, ИЗЛУЧАЕМЫХ 
ИЗ ОТКРЫТОГО КОНЦА ОСЕСИММЕТРИЧНОГО КАНАЛА, 

С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Осипов А .  А . ,  Ш и р к о в с к и й  I I . А .

Численно решена задача об отражении и излучении трехмерных 
акустических волн, распространяющихся по осесимметричному каналу 
с открытым в пространстве концом. Для расчета использована схема 
метода конечных элементов, являющаяся усовершенствованным вариан­
том схемы, разработанной ранее.

В работе [1] представлена простейшая схема метода конечных эле­
ментов, с помощью которой была численно решена задача об отражении 
и излучении двумерных акустических волн, распространяющихся в пло­
ском канале с открытым концом. Исследование эффективности этой схемы 
при ее реализации на ЭВМ БЭСМ-6 показало, что для решения практи­
ческих задач аэроакустики ее возможности в отношении диапазона частот 
и мод колебаний, доступных для расчета, должны быть существенно рас­
ширены, а соответствующие затраты машинного времени — сокращены. 
В настоящей работе дана замкнутая вариационная фомулировка задачи, 
что в отличие от работы [1] позволило избежать использования итера­
ционного процесса и тем самым значительно сократить время расчета 
-одного варианта. При этом рассмотрен более интересный в практическом 
отношении случай осесимметричного капала с распространяющимися но 
нему волнами различных цилиндрических мод. Расчеты проводились на 
ЭВМ с быстродействием порядка 1 млн операций в секунду, что также су­
щественно расширило возможности используемого метода. Сравнение с 
точным решением задачи по методу Винера — Хопфа [2] в случае плоской 
щели и цилиндрической трубы показало, что точность найденного числен­
ного решения вполне приемлема для практических целей.

Рассмотрим концевую часть осесимметричного канала с фланцем, се­
чение которого полуплоскостью 0=const в цилиндрической системе коор­
динат (z, г, 6) показано на фиг. 1. Ось z совпадает с осью канала. Ука­
занный участок капала длиной L  ограничен слева сечением AS, где он 
плавно состыкован с полубескоиечным цилиндрическим каналом. Рас­
сматриваемая область открытого пространства ограничена в плоскости 
(z, г) дугой CD окружности радиуса R  с центром в начале координат.

Далее все параметры с размерностью длины нормированы на радиус 
канала в сечении АВ  — г0, скорости — на скорость звука в однородном пе- 
подвижном газе а, времени — на параметр rja.

Ограничимся рассмотрением гармонических по времени t и окружной 
координате 0 колебаний газа, описываемых множителем exp (—icof—г/гсб), 
тде со —круговая частота, а число т целое. Комплексная амплитуда ср 
потепциала скорости газа удовлетворяет уравнению

д2<р <92ф ^  1 <9ф
~ Г д 7

+ (» ■ -
т2 \

Ф = 0.

Как и в работе [1], будем рассматривать колебания газа, возбуждае­
мые приходящими слева в сечение канала ЛВ акустическими волнами, 
•описываемыми решениями уравнения (1) для бесконечного цилиндриче-
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Фпг. 1. Схема расчетной области

90

0,0О

0,09

Фиг. 2. Сходимость результатов расчета диаграммы направленности на 
сетках с различным числом узлов. 1 -  435, 2 — 943, 3 -  1645, 4 — 2541

ского канала. Граничные условия задачи можно записать в виде

дф дФ
= —  на АВ,

оII
©•

на АЕ  и ED.
dz dz дп 9

^ _ одп
при т = 0 1

т¥=0 [ на ВС,
ф=0 при (2 )

дер

дп
на CD.
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Здесь дц>/дп — производная по нормали к соответствующему участку 
границы. Выражение для функции Ф, описывающей значение потенциала 
в канале при z< —L, запишем в виде

N

Ф^ A mnJm(Ятпг ) М бг'*-'“ +Ч  (б)
)=0

В формуле (3) величина А тп — амплитуда падающей волны т-й тан­
генциальной /г-й радиальной моды. Волновые числа Хтп и ктп определяют­
ся из соотношений Jm' (Ятп) =0, ктп=  У ы2—Хтп\  j * .

Потенциал отраженной волны записан в формуле (3) в виде супер­
позиции различных мод с неизвестными амплитудами Bmj. При этом вкла­
дом всех мод выше iV-й, такой что exp (ikmi *+1 Р )< Л га„, можно пренебречь.

Последнее из условий (2) — приближенное условие излучения, учи­
тывающее сферичность уходящих воли. Как и соответствующее условие 
в работе [1J, оно записано для достаточно больших R в предположении, 
что форма фланца обеспечивает пренебрежимо малое отражение воли вне 
расчетной области. .

Если значения BmJ считать известными, то задача отыскания решения 
уравнения (1) при краевых условиях (2) эквивалентна задаче отыскания 
функции ср, доставляющей стационарное значение функционалу:

( ia>- - ^ ) i ^ r d s + 2 i ^ ^ rdr
с  в

где dS — элемент дуги в плоскости (z, г).
Схема метода конечных элементов, используемая для решепия сфор­

мулированной вариационной задачи, аналогична схеме, описанной в рабо­
те [1], и основана на линейной аппроксимации ф на треугольном элемен­
те. Соответствующая система линейных алгебраических уравнений 
имеет вид

{ Л / } { с р } = { ^ } .  (4 )

Здесь, как и в работе [1], {М } — симметрическая матрица коэффициен­
тов, которые вычисляются ио известным формулам, {ф} — вектор-столбец 
узловых значений потенциала, а вектор-столбец {Р} определяется по фор­
муле

(5)

где {F} — вектор-столбец функций формы, соответствующих всем узлам 
расчетной сетки. Вклад в (Р ) дают только те функции формы, которые 
соответствуют узлам, расположенным на отрезке АВ.

Так как коэффициенты входящие в выражение (3) для Ф, неиз­
вестны, то задача оказывается незамкнутой. В работе [1] для замыкания 
аналогичной задачи использовался итерационный процесс, на каждом 
шаге которого значения В5 вычислялись ио найденному на этом шаге рас­
пределению ф на линии АВ. В рассматриваемой задаче соответствующая 
формула для определения Bmh которая легко получается из выражения
(3), имеет вид

{^}т{ф}^т(Х„,;г)гйг.
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Таблица 1

N. 435 943 1645 2541
В 02 0,0940 0,0617 0,0536 0,0516

*

Таблица 2

со 0.1 0.5 1.0 2,0 2,5 3.0 3.14

Яо(МКЭ)
Во(В-Х)

0,915
0,905

0,610
0,607

0,369
0,368

«0,133
0,135

0,086
0,082.

0,052
0,050

0,045
0,043

Здесь {Р)т — вектор-строка функций формы, a 6nj — символ Кронекера.
Как показали расчеты, проведенные авторами работы [ 1], использо­

вание итерационного процесса требует больших затрат расчетного време­
ни. Поэтому целесообразно перейти к замкнутой формулировке задачи, 
что можно сделать, подставив выражения (6) в формулу (5). В результате 
вместо (4) получим систему

{лг}= {л/}+ а т т т ,

А  .

{Р'} ЕЗikmnAmn J  Jm (Xmnr) {F)rdr,
В

A

{<?i} =  J {F}rdr.
в

Таким образом, для определения узловых значений потенциала {ср} 
в расчетной области получаем замкнутую линейную алгебраическую си­
стему уравнений (7), матрица {М '} которой, как видно из ее определения, 
симметрическая. Амплитуды отраженных волн Bmi могут быть вычислены 
затем с помощью формулы (6).

Для числеппого решения системы (7) использовался метод исключе- 
ная Гаусса. Расчеты проводились на ЭВМ с оперативной памятью 2 Мбай­
та, что позволило решать системы с 5000 переменными, соответствующими 
сетке с 2500 узлами, при ширине ленты матрицы системы около 120 без 
использования внешней памяти. В результате всех проведенных усовер­
шенствований схемы и алгоритма расчета характерное время расчета по 
сравнению с временем расчета по алгоритму работы [1] сократилось бо­
лее чем в 3 раза. При быстродействии ЭВМ около 1 млн операций в се­
кунду время расчета типичного варианта па упомянутых сетках составило 
около 10 мин.

Перейдем к описанию результатов расчетов. Пример разбиения рас­
четной области на элементы показан на фиг. 1. Во всех расчетах значение 
Атп было принято равным единице. Рассмотрим сначала излучение из от­
верстия, образованного цилиндрическим каналом в бесконечной жесткой 
стенке, поверхность которой совпадает с плоскостью z=0. На фиг. 2 по­
казана сходимость результатов расчета диаграммы направленности, т. е. 
зависимости |<р| от полярного угла в плоскости (z, г) при увеличении чис­
ла узлов Np расчетной сетки и фиксированном значении Д=2,4. Расчет­
ные данные получены для моды т = 0, п = 2 при частоте со=10. Сходи­
мость соответствующих значений коэффициента отражения В02 показана 
в табл. 1. При выбранном значении радиуса R внешней границы CD даль­
нейшее его увеличение приводит к изменению величины В02 не более чем
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Фиг. 3. Сравнение значений коэффициентов отражения, полученных из расчета и из 
точного решения по методу Винера -  Хопфа, в случае полубесконечной цилиндриче­

ской трубы. 1 -  |#оо |, 2 -  |tfoi|
Фиг. 4. Зависимость расчетных значений коэффициентов отражения от частоты коле­

баний. 1 — | /?11 Г, 2 — |Z?i21

9 0 °  6 0 °

Фиг. 5. Диаграммы направленности излучения для различ­
ных значений частоты со. 1 -  5; 2 -  6; 3 -  7; 4 — 8

тта 0,01. Такая степень сходимости наблюдается в расчетах первых 4—5 
тангенциальных и радиальных мод при частотах, не превышающих 10. 
Наибольшие погрешности расчета - имеют место вблизи оси симметрии и 
связаны в основном с приближенным вычислением элементов матрицы 
{М'}. Все дальнейшие расчеты проводились на сетке, содержащей близ­
кое к максимально допустимому (около 2500) количество узлов.

Для проверки точности используемого метода с его помощью была 
решена задача об излучении плоских звуковых волн из открытого конца 
плоской щели и цилиндрической трубы, имеющих стенки нулевой толщи­
ны. Сравнение численных результатов с точным решением по методу 
Випера —Хопфа [2] в случае щели приведено в табл. 2, а в случае тру­
бы — на фиг. 3. Следует заметить, что в этой задаче направление стенки 
канала в точке D не совпадает с направлением луча, проведенного в точ­
ку D из начала координат. Поэтому становится, вообще говоря, неспра­
ведливым представление акустического поля па границе CD в виде супер­
позиции уходящих воли различных сферических мод с постоянными 
амплитудами, используемое при выводе условия излучения в формулах
(2). Однако, как видно из представленных данных, указанная погреш­
ность в условии излучения не приводит к Существенным ошибкам резуль­
татов расчета. На фиг. 3 сплошные линии соответствуют точному решению.

Для иллюстрации возможностей представленного численного метода 
приведем результаты расчета отражения и излучения волны первой тан­
генциальной первой радиальной моды (т = 1, п = 1), распространяющейся

519



в концевом участке канала, изображенного на фиг. 1. Зависимость вели­
чин коэффициентов отражения Ви и Bi2 от частоты представлена иа 
фиг. 4, а на фиг. 5 показаны диаграммы направленности излучения для 
различных значений частоты со. Предельпый угол 150° иа фиг. 5 соответ­
ствует лучу, проведенному из начала координат в точку D. Из-за малости 
масштаба расчетные кривые пе построены ниже штриховой дуги. На ча­
стоте со=8 в диаграмме направленности становится заметным боковой 
лепесток, связанный с возбуждением отраженной волны второй радиаль­
ной моды. •
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