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ВОЛНОВОЕ ОПИСАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗВУКА 
В СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ ДВИЖУЩЕЙСЯ АТМОСФЕРЕ

Осташев В . Е .
Задача о вычислепии звукового поля в стратифицированной дви­

жущейся атмосфере сведепа к решению одномерного уравпепия Гельм­
гольца для спектральной плотпости звукового давления и последую­
щему вычислению интеграла Фурье. Эффективность такого подхода к 
вычислению звукового поля в движущейся среде иллюстрируется при­
мерами.

При вычислении звукового давления р в стратифицированной (слои­
стой) движущейся среде — атмосфере или океане — обычно [1—3] исполь­
зуют следующую процедуру. Вычисляется расходимость лучевой трубки, 
что в движущейся среде является непростой задачей, и определяется интен­
сивность звука /. Зная У, в принципе можно найти р; при этом следует 
учитывать, что связь между р и У в движущейся среде достаточно слож­
ная. Эта процедура вычисления р становится неправомочной, если рас­
считывается поле вблизи каустики, и в случаях, когда неприменима гео­
метрическая акустика.

В настоящей работе предлагается другой способ вычисления звукового 
давления р в стратифицированной движущейся атмосфере. Этот способ 
основан па сведении задачи о вычислении р к решению одномерного урав­
нения Гельмгольца для спектральной плотности звукового давления и по­
следующему вычислению интеграла Фурье. Такой способ вычисления зву­
кового давлепия аналогичен хорошо известному методу вычисления р в 
слоистой неоднородной неподвижной среде [4] и может рассматриваться 
как обобщение последнего метода па случай движущейся среды. Отметим, 
что этот способ определения р в движущейся среде позволяет вычислять 
звуковое давление вблизи каустики, а также в тех случаях, когда геомет­
рическая акустика неприменима.

Рассмотрим полную систему уравнений гидродинамики для давле­
ния Р, плотности р, скорости частиц среды V, энтропии S  (см., например
[5 ]  ). Положим в этих уравнениях Р=р+р, р=р+щ  V =v+u, S=S+o, где 
р, р, v, S  характеризуют среднее состояние атмосферы, а р, г), и, о описы­
вают звуковую волну. Будем считать что р, ц, и, о малы. Тогда звуковая 
волна может быть описала линеаризованной (относительно р, т), и, о) 
системой уравнений гидродинамики [5]. В дальнейшем будем интересо­
ваться двумя случаями: а) источник звука находится вне рассматривае­
мой области пространства; б) точечный монохроматический источник 
звука с объемной скоростью U расположен внутри рассматриваемой об­
ласти. Линеаризованное уравнение неразрывности для этих двух случаев 
имеет вид

dr\/dt+V (t]v+pu) =рр£/£“'“0<6(R—Rt) . (1)
Здесь p—0 в случае (а), р=1  в случае (б), t — время, со0 — частота, 6 — 
дельта-функция, R = (r, z), где г — горизонтальные, z — вертикальная ко­
ординаты, И, — положение источника.

В атмосферо на не очень больших горизонтальных расстояниях (функ­
ции р, р, v, S  можно считать зависящими только от вертикальной коор­
динаты z, а вектор v —лежащим в горизонтальной плоскости. В этом слу­
чае система уравнений для р, т), и, а допускает дальнейшее упрощение
[6] . Для этого перейдем к спектральным плотностям р, ц, и, 6 по формуле

-  яp(z, г, t) j  d® схр (—гсоЖхг) p (z, x, со) (2)

521



и по аналогичным формулам для т), и, о. Здесь х — горизонтальная состав- 
ляющая волнового вектора. В векторе и удобно выделить горизонтальнуюА А
Uj_ и вертикальную £ составляющие. Благодаря введению спектрального 
представления линеаризованную систему уравнений гидродинамики уда­
ется свести (в [6] рассмотрен случай р = 0) к системе уравнений для 
р и | :

d p / d z + g p / c 2— i p  (A2—Q2)t/A = 0 , (3)

d |№ - ( g /c 2+ ^ 'M ) V ^ U 2-H V )p //lpc2=
= p f /6 (co-coo) 6 (z—zi)/  4n2, (4)

где £ —ускорение силы тяжести, c(z) — скорость звука, А = со—xv, Qr= 
= —(gP'IP+g*/c2) — квадрат частоты Брента — Вяйсяля, являющейся ха­
рактеристикой гравитационных волн. Здесь и далее производная по zА
всех функций, кроме р и £, обозначается штрихом.

В [6 ] система (3), (4) при ц= 0 решалась двухмерным методом ВКБ. 
В настоящей работе сведем эту систему к одномерному уравнению Гельм­
гольца. Для этого перейдем от р к р  по формуле р = ( ( А 02—Q02)Po/ 
/ (A 2—£22)p )v,p. Нижний индекс 0 у величин, зависящих от z, означает, 
что эти величины берутся при z=z0, где z0 — некоторая фиксированная 
высота. После некоторых преобразований уравнений (3), (4) можно по­
лучить уравнение Гельмгольца для р:

d2p/dz2+Qzp= piU (рро(А2—й 2) (Л02- Й 02) ) Ч  (о>—о>0) б (z-z ,) /4л2А, (5)
где введены обозначения:

^2=gz(l—Й2/А2)+/"/2/—(3Д) *(/7/)2;
q2=  (ш/c -x v /c )2—х2; / =  (p jp )  2/i (р (А2- Й 2) Мо). (6)

а 7 — отношение удельных теплоемкостей. Звуковое давление р связано 
с р  следующей формулой:

JJcfx ^со ех р Ы со Ж х г) ^ р  (А2—Й 2)  V / 2 w  — — — — - p(z,x , со).
Р о ( А о  —  Й о  )  '

Таким образом, задача о вычислении звукового давления в стратифи­
цированной движущейся атмосфере сводится к решению одномерного 
уравнения Гельмгольца (5) и последующему вычислению интеграла (7). 
К такой же процедуре сводится вычисление р в слоистой неподвижной 
среде. Это позволяет многие известные методы вычисления р в неподвиж­
ной среде перенести па случай движущейся среды. Именно этим 
обусловливается целесообразность сведения задачи о вычислении звуково­
го давления в движущейся среде к (5) —(7).

Для движущейся среды функция (?2, входящая в (5), имеет сущест­
венно более сложный вид, чем для неподвижной. Однако во многих слу­
чаях эту функцию можпо значительно упростить. Во-первых, даже для 
низкочастотных инфразвуковых волн можпо считать, что со»й, и поло­
жить в (5) —(7) й= 0 . Во-вторых, в атмосфере изменение c(z) мало по 
сравнению с самой величиной с, а отношение v/c<  1. Это также можно ис­
пользовать для упрощения Q2. Наконец, Q2 существенно упрощается в 
высокочастотном приближении. Действительно, для слагаемых, входящих 
в Q2, справедливы соотношения: q2~ со2, ( /" /2/ —(3/*) • ( / '/ / )2)~<в°, и в вы­
сокочастотном приближении Q~q .

Проиллюстрируем возможности применения (5) —(7) в акустике дви­
жущейся среды на трех примерах. В качестве первого рассмотрим паде­
ние плоской монохроматической волны единичной амплитуды из однород­
ной неподвижной среды, расположенной при z < 0, на полубесконечный 
неоднородный движущийся слой при z>0. Будем считать, что р и v — 
непрерывные функции во всем пространстве, имеющие непрерывные 
производные при z=0. Задача состоит в вычислении в высокочастотном
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приближении коэффициента отражения, а также поля при z>0 в пред­
положении, что на некотором уровне z2> О находится точка поворота зву­
ковой волны. В соответствии с постановкой задачи считаем ц=0, 
р ~ б(о>—о)0)б (х —х 0), где х 0 — характеризует направление падения плоской 
волны, х0</с0, где к0 — волновое число при z<0. Будем также считать, 
что z0< 0. Зависимость р от времени и горизонтальных координат дается 
множителем ехр(—ш 0£“Н х0г), который для сокращения записи будем опу­
скать. При z<0 имеем: p=exp(iz(k02—x 02)'h) + W  ехр(—iz(k0z—Zo2)7'), где 
W  — коэффициент отражения. При z>0 для квадрата вертикального вол­
нового числа справедливы соотношения: q2(z) > 0 при z<z2, g2(z )< 0 при 
z>z2. Предположим, что qz( z )~ ( z2—z) при z~z2. Тогда равномерная по 
пространству высокочастотная асимптотика решения уравнения (5) и 
формула (7) позволяют получить следующее выражение для р при z > 0:

р=2п'‘В ( р / р о ) 71 (1—X o v / c o o )  (y/ql) ‘l'Ai{—y),  ( 8 )

где Л г —функция Эйри, у =  J  ПРИ Z<Z21 ^ = ~~ ( ~ 2  j
*

при z>z2, В — константа.
Величины В и W  могут быть найдены из условия непрерывности р и 

ё при z=0, которое в рассматриваемой задаче эквивалентно непрерывно­
сти р и dpldz. Выражения для В и W  принимают более простой вид при 
# (z = 0 )> l (точка поворота находится достаточно далеко от уровня z=0), 
когда можно воспользоваться асимптотическим выражением функции 
Эйри:

W  =  ехр

и
В = —i(k02—Хо2) '4 exp ^  j q  d z + in / ^  . (9)

о
Формулы (8), (9) совпадают с аналогичными формулами для непод­

вижной среды за исключением трех моментов. Во-нервых, в (8) появля­
ется амплитудный множитель (1—x0v/6>0). Во-вторых, вертикальное вол­
новое число q зависит от профиля ветра. В-третьих, точка поворота z2, 
определяемая из условия g(z2)= 0 , также зависит от профиля ветра. От­
метим, что формулы (8), (9) ранее не были известны. Более того, полу­
чить эти формулы применявшимися ранее методами представляется труд­
ной задачей.

В качестве второго примера использования соотношений (5) —(7) рас­
смотрим грапицы применимости геометрической акустики движущейся 
среды. Переход к геометрической акустике основывается на приближен­
ной замене Q на q. Это хорошо видно на следующем примере. Если ввести 
волновой вектор к = (х , д), то из формулы (6) для q можно вывести урав­
нение для эйконала яр, осли учесть, что V'\|;=k//c0. Это уравнение совпадает 
с уравнением эйконала, полученным в [5] в приближении геометриче­
ской акустики, и позволяет определить траекторию звукового луча в дви­
жущейся атмосфере. В качестве условий применимости геометрической 
акустики можно было бы взять условие приближенной замены Q на д, 
т. е. условие | g2| > \f"I2f—3Д(/'//)2|- Однако это условие не выполняется 
вблизи точки поворота, где д«0. Тем не мепее в высокочастотном прибли­
жении уравнение эйконала, формула (8) и подобные ей формулы остают­
ся справедливыми и вблизи точки поворота. Поэтому в последнем нера­
венстве' q следует заменить на некоторое необращающееся в 0 характер­
ное значение q. В качестве такого значения выберем волновое число к. 
Подставляя в получающееся неравенство значение функции /, получим 
границы применимости геометрической акустики движущейся среды:

/с» | с"/с+2 cos 0 (с7с) (lv'/c) +cos 6 (lv'7c) +2 cos2 0 (lv7c)21, (10)
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где 0 —угол между к и горизонтальной плоскостью, 1= х /х . В правой ча­
сти неравенства (10) пренебрегли слагаемыми, пропорциональными p'lp, 
так как в приземном слое атмосферы \р'1р\^\с'/с\, \v'/c\.

При v^O условия применимости геометрической акустики ранее стро­
го пе рассматривались. Из общих соображений в [5] отмечалось, что
геометрическая акустика справедлива, когда состояние среды мало меня­
ется па расстоянии длины волны звука. Согласно же неравенству (10) 
условия применимости геометрической акустики зависят еще от угла 0 
и величины v/c. Условию (10) можно придать более обозримый вид, если 
предположить, что \с"/c\'h~\c'/c\~a;  |lv " /i; |v*~|lv7*>|~&- В этом случае 
неравенство (10) будет выполняться, если

к>а; к>  (cos Q-v/c)hb.

В приземном слое атмосферы для обычно имеющих место стратификаций 
и для нё слишком больших углов 0 оба неравенства (И ) накладывают 
примерно одинаковое ограничение на к.

* В качестве последнего примера рассмотрим волноводную часть поля 
точечного монохроматического источника, расположенного па высоте z, 
над абсолютно твердой поверхностью земли. Выберем уровиепь z = 0 совпа­
дающим с поверхностью земли, а ось z направим вертикально вверх. Да­
лее положим z0= 0, c(z) = с0, тогда p=const, p=const. Учитывая, что в ат­
мосфере v/cC 1, пренебрежем величинами порядка у2/ с2. Тогда Q2= k0z— 
—х2—2к0х \ /с0—xv^/co. Будем рассматривать линейный профиль ветра, 
когда v= v0z/fe, где h — характерный масштаб изменения v, v0 — характер­
ное значение v, причем v0<c. В связи с неограниченным ростом v полу­
ченные ниже формулы будут иметь физический смысл при z<zK, где 
v0zjhc0<  1. Перейдем в (5) от z к y = y 0+z/H, где

H=(2k<)KVo cos cp/Aca)-'\ Уо=Н2( х - - к 0г). (12)
9 % * * <• <

Здесь ср — угол между векторами х и v0. При z¥=z4 уравнение (5) прини­
мает вид: d2pldy2=yp.  В качестве линейно независимых решений этого 
уравнения возьмем функции Эйри Ai{y), B i(y ). Условие излучения — 
стремление поля к 0 при z ->°° будет выполняться для Ai(y),  если Н в
(12) определить так, что arg 11=0 при cos ф>0, arg Н=п/3  при cos ср<0.

Граничное условие требует, чтобы на поверхности земли £ = |= 0 . Из 
этого условия, а также из (3), где следует положить #=0 в соответствии 
с тем, что £2=0, получаем граничное условие для р: Ьр(у0)=  0, где L =  
=d/dy—LH , a L = xv0cos (p/(x)h. Для точечного источника в правой части 
(5) ц=1. Без ограничения общности положим U=i/a)p так, чтобы в одно­
родной безграничной среде />=ехр (ikIi)/4nR. Особенность в точке z, в 
уравнении (5) учтем подобно тому, как это делается в неподвижной сре­
де [4]. Тогда при (X z^Zi получим .

~ =  [Bi(y)LAi(y0) - A i ( y ) L B i ( y 0)]A i(y i) •
^  w(Bi, Ai) LA i(y0)

где ух==уо~̂~Zy/Н^ w(Bi, Ai) — вронскиан. При z>Zi выражение р  получа­
ется взаимной заменой в (13) z и z,. Поле р определяется интегралом (7), 
который в полярных координатах принимает вид

00 2rt
р =  J x d x  J d ( p cos(q,",t)(1—zL(x cos<p)) p(z, x2,x c o sф), (14)

о о

где ф — угол между г и v0, причем-0<ф<2я. В (14) выписаны аргументы 
функций L  и р, кроме того, здесь и далее опущена зависимость от t. Для 
амплитудного множителя (1—zb) в (14) справедлива оценка zb< v0z j



/kc0< i .  Если считать, что Im А:0>0, то на пути интегрирования по ср не 
будет полюсов подынтегрального выражения. Тогда, считая, что х г»  1, 
интеграл по ср можно вычислить методом стационарной фазы. На пути 
интегрирования имеются две стационарные точки <р=а|) и ср=о|)±я, где 
знак выбирается в соответствии с условием 0^ф < 2я. В результате выра­
жение для р сведется к сумме двух интегралов по х. Учитывая, что функ­
ции L и р зависят от ср посредством комбинации х cos ср, эти два интеграла 
можно преобразовать к одному, взятому в пределах от —«> до о©:

Регулярные ветви входящих в (15) аналитических функций выделяются

xcos\|)>0, a rg tf= n /3  при xcosi|><0. Произведение экспоненты и квад­
ратного корня является асимптотикой функции ях//£1) (хг) при хг>1.

Для вычисления интеграла* (15) замкнем контур интегрирования по­
луокружностью бесконечного радиуса, лежащей в верхней полуплоскости 
комплексных значений х. Интеграл но этой полуокружности обращается 
в 0. Поэтому р равно сумме вычетов в полюсах подынтегральной функции, 
лежащих в верхней полуплоскости х, к которым следует добавить инте­
гралы по берегам разреза р. Из анализа соотношений (15) и (13) следу­
ет, что полюса определяются уравнением LAi(y0) =  0. Пусть выполняется 
условие k0h>v0 cos т|)/у2с0. (Это условие может выполняться и в том слу­
чае, когда k0h<  1, т. е. когда геометрическая акустика неприменима.) 
В этом случае |L # |< 1  и L~d/dy.  Полюса определяются теперь из урав­
нения А / ( у 0)=0,  откуда уо(кп) = - х п, где я,=1,02, яг=3,25, £3=4,82, 
Подставляя в последнее равенство значение у0, получим уравнение для 
определения полюсов р , расположенных в точках х„:

Будем интересоваться волноводной частью /;, которая наиболее мед­
ленно убывает с увеличением г. Полюса /?, отвечающие волноводным мо­
дам /?, лежат вблизи действительной оси х. Согласно (16), при 1т/с0= 0 
па действительной оси полюса имеются на интервале —к0< к < 0 при 
cosi|)<0 и на интервале 0< у.< к0 при cosop>0. При Im к0>0  полюса из 
первого интервала опускаются в нижнюю полуплоскость х, а из второго 
интервала поднимаются в верхнюю полуплоскость х. Вычеты в этих по­
следних полюсах и определяют волноводную р„ часть звукового поля:

где Я „= //(х„ соэ-ф), Ln= L (x n costji). Формула (17) не изменяется при 
взаимной замене z на z,, поэтому она справедлива при всех z>0. Форму­
ла (17) во многом подобна формуле, описывающей волповоднуто часть 
поля в неподвижной среде с линейно убывающим квадратом показателя 
преломления [4]. Главное отличие состоит в том, что в движущейся среде 
величина //*, по порядку величипы определяющая ширину волновода, 
зависит как cos от азимутального направления и как х^,/з — от поме- 
ра нормальпой волны. Так как в атмосфере v/c<  1, то в (17) физический 
смысл имеют несколько первых нормальных волн. Для этих нормальных 
волп из формулы (16), воспользовавшись уже применявшимся неравен­

условиями: arg*|/x=0 при х> 0 , агдУх=л/2 при х<0; arg 11=0 при

(к02—к,,2) (2k0y.nVo cos ^/hco)~ f,= x n (16)

NN

(17)

525



ством /с0Л>г>о cos ф/у2с0, можно получить выражение для %п=&0( 1—#»/ 
/2/с02# 2(х==&0)), из которого следует* что |А0—х„|</с0.

В заключение отметим, что, хотя геометрия лучей при линейном про­
филе ветра рассматривалась во многих работах, волноводная часть зву­
кового поля ранее не вычислялась.

Автор благодарит В. И. Татарского за внимание к работе и полезные 
обсуждения.
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