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АКУСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ ОКОЛО МАЛОЙ СФЕРЫ
Д а н и л о в  С .  Д .

Получены выражения для эйлеровых и лагранжевых скоростей акус­
тического течения около неподвижной сферы, радиус которой мал но 
сравнению с глубиной проникновения вязкой волны.

Как известно, вокруг препятствия, помещенного в жидкость, осцилли­
рующую относительно него со скоростью v0= u 0 ехр(—гсот), возникают 
стационарные вихревые потоки — акустические течения. Рассмотрение 
этого явления в литературе проводится в квадратичном приближении 
(см., например, работы 11—7]). В этом приближении нелинейный член 
p(vV) v в уравнении Навье — Стокса

рд\/дт-\~Ч р—цДу=—p(vV)v (1)
предполагается настолько малым, что им можно пренебречь при расчете 
переменной части поля скоростей. Усредненная по периоду правая часть 
уравнения (1) рассматривается как сторонняя сила, возбуждающая аку­
стические течения.

В настоящей работе на основе подхода, предложенного в [1], рассмот­
рены акустические течения около сферы в несжимаемой жидкости в слу­
чае а<б, где 6 = (2т)/рсо)'/г — глубина проникновения вязкой волны, 
а — радиус сферы. Этот случай представляет практический интерес для 
ряда задач, в частности, для проблемы коагуляции аэрозолей.

Следуя работе [1], представим поле скоростей в виде л.

v = —rot *F,
где ЧР — векторный потенциал. В силу осевой симметрии задачи ЧГ=Ч/ 1<Л 
1Ф — единичный орт по оси <р сферической системы координат г, 0, <р, по­
этому. .м

1 д
vr= г sin 0 (90(sin 0ЧО,

1_д_
г дг

Подставляя формулу (2) в уравнение (1) и взяв rot от обеих его частей,
получим ,,

9 * *' ''
—  V2OF sin <p)—'vV4(1T sm (p )= — (vV) V20F sincp) +  
dx

+ -I- — ctg0 j  V2(4f sincp).

Решая это уравнение в квадратичном приближении и проводя усреднение 
но периоду колебаний, можно получить следующее выражение для тюля 
акустического течения:

Чг= )(х ) sin 20; х=г/а, 

1 г 1А 4  А

]1{x)/ai= x 4 [— J  — a {t )d t+ C ^ + x 2 J  io(Od(+Cz] +

<5)

+
1

x

. X 1 1 »

[ 30 J ̂ ) d t + C ,  ] +  - ? [ -  70 J гв° (г)й<+С‘]  • (6)
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Здесь о (t) — взятый с обратным знаком и деленный на коэффициент кине­
матической вязкости v  радиальный множитель правой части уравне­
ния (4):

я<| - )cosl1 2 1{ i ~ ‘r > [ j f +- Ь + 4 ,

~  1 ]  + exP[z(1_f) ]sin(z(l—f)) J -

— j +  exp[2z(l—£)] J

2
412
3«s 2 zV a*t* 2z*f 2z:

(7)•
1'Де z = a / 8 y x ‘ sin 20, x2 sin 20, x~i sin 20, ar3 sin 20 — линейно независимые 
решения уравнения V4 (Ч* sin<p)=0, a Cu C2, C3, Ck — константы интегри­
рования. Значения Cx и C2 определяются из условия на бесконечности: 
/(#)->-0 при х-^оо; значения С3 и выбираются из условий на поверх­
ности сферы: /(1) = /'( ! )  =0. Эти константы оказываются равными:

Укажем здесь, что в работе [1] при получении формулы, аналогичной (4), 
допущена ошибка — пропущено второе слагаемое в правой части. Поэтому 
выражение для o(t), приведенное в этой работе, является неправильным.

Отметим, что квадратичное приближение, использованное при получе­
нии выражений (5), (6), справедливо тогда, когда переменная компонен­
та поля скорости с достаточной точностью удовлетворяет линеаризован­
ному уравнению (4). Решение Ч'о линеаризованного уравнения (4), удов­
летворяющее граничным условиям на сфере и условию излучения, имеет 
вид

wosin0 г 3М хг) a*h2(xa) 1

=  - г -  T w ^ 7 J ехр<_toT) +к- °"•
где % =(1-Н)/6. Оценивая по этому решению слагаемые рд\/дх, т)Ау, 
p(vV)v в уравнении Навье — Стокса, нетрудно показать, что в случае а<б  
нелинейное слагаемое мало но сравнению с рдх/дт или pAv при условии 
и0/а>6<1. В соответствии с этим условием смещение сферы относительно 
колеблющейся среды должно быть мало по сравнению с 6. В другом пре­
дельном случае а>8 (ниже не рассматриваемом) линеаризация возможна 
при выполнении условия ы0Л*>а<1.

Анализ ноля течения начнем с определения констант Си С2, С3, по 
формулам (8). Для этой цели заметим, что и С, и неинтегрируемая в 
элементарных функциях часть С2 являются линейными комбинациямиоо
интегральных показательных функций Еп (а) =

1
dt/V\ где а = 2  z.

z( l+ i) \  /2= 1 , 2, 3 , . . . ,  причем в силу неравенства 1 модуль
аргумента этих функций мал. Для интегральных показательных функций 
существует представление в виде сходящегося ряда [8]

Еп ( а ) = 7 ~" i )  I [ ~ I n  а + £ (») ь  J ],
( - а ) m

»1=0 
тфп— 1

{m—n+i)m\
arga| < я ) ;

( 9)
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«*
5 (1 )= —с, где с — постоянная Эйлера;

n - i

I ( n ) = - C +  У — (п>1).т
Ш=1

Ограни­

чиваясь в этом представлении лишь несколькими первыми членами 
(в силу быстрой сходимости ряда при малых по модулю значениях аргу­
мента), получим следующие выражения для Си С2> 6'3, С4:

9ож02 1 / 1
16v2' 1680 \ ?

9со а02 1 / 1  2
16v2 8 0 \ z r + 97 +  ’"

Г\ — 9аШо2
7  / 1 2

16v2 240 \ z2 21 z

Г _ Эсо w02 29 /  1 . 2 +  'Vw  — 16v2 1680 \ z2 29Z " \ Г
Выражение для f(x) можно существенно упростить в предельных слу­

чаях малых (г<6) и  больших (г»6) расстояний от сферы. Начнем со 
случая г<б. Разлагая экспоненту, синус и косинус в выражении для o(t)
(7) в ряд по степеням аргумента и ограничиваясь в полученном выраже­
нии лишь главными членами, получим после несложных, но громоздких 
вычислений

Такое представление справедливо вплоть до £~l/2z. Подставляя формулу 
(11) в выражение для f(x)  (6) и проводя интегрирование, с точностью 
до главного по степеням!/*; члена можно получить

9 шг02а4 г 1
16v2 L 96z2 ( - х

-  6+4* 2 h 2
хл X ))■ ( 12')

Наибольшее из слагаемых следующей степени по 1/z, отброшенных при 
получении формулы (12), имеет вид A/(*) =  (*2/45z)9o)h0V*/16v2. Поэто­
му выражением (12) для радиального множителя векторного потенциала 
можно пользоваться при выполнении условия x ^ l / z  или г<б, означаю­
щего малость расстояния от центра сферы по сравнению с глубиной про­
никновения вязкой волны. В этой области выражение (И ), использован­
ное нами, справедливо. Подставляя значение 4х, вычисленное с учетом 
формулы (12), в соотношения (3), найдем следующие выражения для 
радиальной vr и касательной v 0 компонент скорости акустического те­
чения:

(13)
(14)

Согласно этим формулам, акустическое течение направлено к сфере вдоль 
оси осцилляций жидкости и от сферы в перпендикулярном направлении. 
Отметим, что, как следует из формул (13), (14), при г»я, но г<6 ско­
рость акустического течения не зависит от расстояния до сферы и равна;

3 uQa _ 3  и0а . 1
v r = — - — u о--- (3cos“ 0-1), v 0 =  —  и 0 ---- sin 20.

32 v 32 v

Рассмотрим теперь поле скоростей акустического течения вдали от 
сферы. При г»6 подынтегральное выражение в формуле (б) экспоненци­
ально спадает и верхний предел в интегралах можно считать бесконеч­
ным. Тогда все интегралы можпо вычислить с любой степенью точности, 
воспользовавшись там, где это необходимо, представлением для интег­
ральных экспонент (9). Первые два слагаемых в выражении (6) при г»
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>б дают в силу условия на бесконечности нулевой вклад в f(x) .  Проводя 
вычисления остальных интегралов, найдем

С учетом формулы (15) выражение для J(x) при г>6 запишется следую­
щим образом:

9ci)u02a

16v2
Подставляя значение 4х, вычисленное в соответствии с формулой (16), 
в формулу (3), для радиальной и касательной составляющих скорости 
акустического течения при г»б будем иметь

97) ----- - -п- if. uQa f• а 2 ( 1 М 1 +  а7 1 + 23VT— “ 0̂4 v l. г2 1 40z 8 0 ) г4 1 4z4 80z3 /  J
9 и0а аи м  . 23 \ sin 20.Vq-
4

Uo
V г4 \ 4z4 80z3 /

(3cos2 0—1),
(17)
(18)

Согласно формуле (17), величина vr в области г»б ведет себя как сумма 
двух слагаемых, из которых первое слагаемое убывает как г~2 , а второе — 
как г~\ Начиная со значений г, удовлетворяющих неравенству г> 
>'6(10/z),/j, второе слагаемое вносит малый по сравнению с первым слага­
емым вклад в vr. Наоборот, для г, подчиняющихся неравенству r<6(10/z)v\  
в выражении для vT можно ограничиться только вторым членом. Это, од­
нако, удается сделать только для случая очень больших отношений 
l/z (l/z> 10), поскольку одновременно с требованием r<6(10/z),/2 необ­
ходимо удовлетворить требованию г>б —условию, при котором получено 
выражение (17). Отметим также разный характер убывания на бесконеч­
ности радиальной и касательной составляющих скорости акустического 
течения. Так, vr убывает как г-2, а ve — как г~\ т. е. зпачнтельпо быстрее. 
Примерное проведение поля скоростей акустического течения в областях 
г<6 и /*>6 представлено на фиг. 1. Зависимости даны для случая l/z=  
=100.

Поле скоростей, определенное выше, есть поле эйлеровых скоростей. 
Частицы жидкости движутся не с эйлеровыми, а с лагранжевыми ско­
ростями (см., например, работы [5, 7 ]). Отличие между этими скоростями 
обусловлено тем, что выделенная частица жидкости, осциллируя, в раз­
ные моменты времени находится в разных точках пространства. Эйлерова 
v и лагранжева \ ь скорости связаны между собой скоростью перехода vr,

V l = v + v t , которая равна [1, 4] :vT=  |  J vdxV  ̂v = —rot 4/ Tl(p=rot -*-vX

X J  v d tj  . Для 'Fr в работе [1] получено следующее выражение: Чхт=  

= /T(^)sin20, где радиальный множитель / г(я) равен:
(\ 2

U  (x) = | exp [z (1 - x ) } | cos(z(l--*))(■ 1 + 1 + 1 + 1 '
ZX“ x3z2 z V  zxw t1 +

+ sin (z (l— x ) )
\ 3.r zx

1 + 2 u
z.r4 3x4 /

+ exp[z(l—ж)] ( 1
1 V 1 1 1  1

(19)zV zx3 I J zx3 z V  J
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В силу одинаковой угловой зависимости Ч; и Ч'г поле лагранжевых ско­
ростей характеризуется векторным потенциалом с радиальным множите­
лем U(x) = f(x )+ fT(x). При малых значениях аргумента выражение (19) 
для }т(х) можно упростить, разлагая в ряд Тейлора экспоненту и косинус 
с точностью до четырех первых членов по степеням аргумента, а синус — 
с точностью до трех первых членов. В результате для г<б получим

Фиг. 1 Фиг. 2
Фиг. 1. Поведение поля эйлеровых скоростей. 1 -  зависимость —г7гл»/(w02a(3 cos2 0 -1 ))

от г/а, 2 — зависимость |rov/uo2a sin 201 от г/а 
Ф и г .  2. Поведение ноля лагранжевых скоростей. 1 -  зависимость -ULrV/ 

/ (w02fl(3 cos'- 0 -1 ))  от г/а , 2 — зависимость \vLQ\/U(i‘a sin 201 от г/а

Из формул (12) и (20) следует, что в области
, ч 9со w0V

и  ( * ) = • 16v;
г 1 / 6 10 14 4 VI
L %za \ ж ж3 хЧ  J ' (21)

При расчете fT(x) в области г>6 в правой части (19) можно пренебречь 
слагаемыми, содержащими экспоненты. С учетом выражения (16) полу­
чим, что при г»б

9o)w0V r  1 1 . 1 23
!l{x)

16v‘
Г J _ i
L x 4(

+
40z x3 80z5 ■

(22)

В этом выражении первое слагаемое в квадратных скобках превосходит 
второе уже при г=36/2. Поскольку второе слагаемое убывает при увели­
чении расстояния быстрее, чем первое, при г>б оно мало по сравнению с 
первым слагаемым. В связи с этим при вычислении радиальной компо­
ненты лагранжевой скорости достаточно учитывать только первое слагае­
мое в формуле (22). В соответствии с выражением (3) при вычислении 
касательной компоненты скорости второе слагаемое учитывать необходи­
мо. Сравнивая формулы для радиальной части векторного потенциала эй­
леровой и лагранжевой скоростей в области г < 6 — выражения (12) и 
(21), нетрудно видеть, что при г<б величина f(x)  превышает fL(x), при­
чем с удалением от поверхпости сферы это превышение становится все 
более существенным: f l fL-*-2z/3. В области r>6 f(x)  (см. формулу (16)
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по-прежному превышает fL(x) (формула (22)), стремясь, однако, к fL(x> 
при г>8 (10/z)‘h:fl fL~  {x2+10z*) /х2 при г»б. Примерное поведение поля 
лагранжевых скоростей в области г<б и г>б показано на фиг. 2. Зависи­
мости даны для случая z = 1/100.

В заключение упомянем работы, связанные с проблемой расчета акус­
тических течений в случае а<б. В работе [2] ноле эйлеровых скоростей 
акустического течения около сферы исследуется с помощью метода асим­
птотического сшивания. Поле течения в области б находится в квази- 
стационарном приближении и сшивается с полем течения в области г^б, 
при получении которого нелинейный член в уравпении Навье —Стокса
(1) заменяется на p(v0V)v. Последнюю аппроксимацию принято назы­
вать озееновским приближением. Сравнепие нашего результата для эйле­
рова ноля акустического течения с решением, полученным в работе [2],. 
показывает, что в области г< б они совпадают. Таким образом, при вы­
числении поля акустического течения в области /*<б можно пользоваться 
квазистациопарпым приближением. В области г»б между решением, по­
лученным нами, и решением работы [2] имеется расхождение. Это рас­
хождение обусловлено использованием в [2] озееновского приближения, 
дающего неправильное (нулевое) значение коэффициента перед Цх в 
выражении для f (x ) .  Для эйлеровых скоростей эта ошибка становится 
существенпой, начиная с расстояний порядка r~6(10/z)l/j. Для расчета 
лагранжевых скоростей решение, приведенное в работе [2], неприменима 
вообще. Действительно, выше показано, что лагранжевы скорости в ос­
новном определяются слагаемым, пропорциональным Их,— как раз тем, 
которое вычислено в работе [2] неверно. Неприменимость озееновского 
приближения для вычисления лагранжевых скоростей акустических те­
чений имеет общий характер, на что было указано в [9]. Отметим, что 
озееповское приближение использовалось и для нахождения акустиче­
ского течения около цилиндра [3]. Акустические течения около малой 
сферы рассматривались в работе [10]. В качестве отправной точки здесь 
использовалось выражение для функции тока стационарного обтекания 
сферы, полученное в [И ] с точностью до членов, квадратичных по числу 
Рейнольдса. В силу этого обстоятельства область применимости результа­
тов работы [10] ограничена, как можно убедиться, такими амплитудами 
осцилляций жидкости и расстояниями от сферы, которые удовлетворяют 
неравенствам г<б, u0a/v<^ 1, г<м0/(о. В области r<inin {б, v/w0} решение, 
полученное нами, и решение работы [10] совпадают.

Автор благодарит М. А. Миронова за полезпые дискуссии.
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