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Получены выражения для волн в цилиндрическом, параболоидальном 
и конусоидальпом стержне, излучаемых от движущегося с постоянной 
скоростью торца, на котором приложено изменяющееся во времепи дав­
ление. Изучено отражение импульсов от движущегося свободного торца.

При решении некоторых задач акустики возникает необходимость 
изучения звуковых полей в областях с движущимися границами и зако­
номерностей отражения импульсов от таких границ. Например, для исполь­
зуемых в качестве концентраторов упругих стержней переменного сече­
ния [1] возможны такие режимы ударного нагружения, при которых в 
стержпе возникает расширяющаяся зопа пластических деформаций. 
В первом приближении распространение волн в упругой части стержня 
можно рассмотреть, считая, что нагрузка приложена на движущейся с 
определенной скоростью границе раздела упругой и пластической зон, 
не принимая во внимание процессы в пластической зоне.

Сходные по постановке задачи для области с движущейся границей 
изучались в теории теплопроводности, одпако прямое использование ме­
тодов, разработанных в [2, 3] для уравнений параболического типа, в за­
дачах колебаний затруднено наличием второй производной по времени. 
Здесь может быть применен подход, основанный на возможности построе­
ния решений волнового уравнения из волн, отраженных от неподвижных 
и движущихся заданным образом границ полу бесконечной области.

Рассмотрим стержень с круговым поперечным сечением переменной 
площади S (x )= S 0(x/x0)m, где х  — осевая координата, 50 —площадь сече­
ния х=Хо. При т =О имеем цилиндрический стержень, т = 1 и 2 — стерж­
ни в виде параболоида вращения и конуса. Уравнение продольных коле­
баний записывается в виде [1]
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дхг х дх с dV
•Здесь а — перемещение, c=(E/p)'h — скорость распространения волн, Е — 
модуль Юнга, ,р — плотность. Будем отыскивать решение уравнения (1) 
в области v0t<x<°°  при начальных и граничных условиях
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(3)
x = v o t

где y0=const — скорость движения торца (0< v0<c), f ( t ) = —o(t)lE,G(t) — 
приложенное на торце давление (фиг. 1).

При т = 0 и 2 уравнению и начальным условиям удовлетворяют соот­
ветственно выражения lFt(ct—x)H(ct—х) и x~ixlr2{ct—x)H(ct—x), где 
4^12 — произвольные функции, Н — функция Хевисайда. Используя гранич­
ное условие (3) приходим к обыкновенным дифференциальным уравнениям 
относительно XF1(2, после решения которых имеем

в
и = —(с—Уо)| f{x)dx (т=0), (4)
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г г = — ( с — t^o)^ - ‘О1-179J  x l/qf ( x ) d x  { m = 2 ) , ( 5 )

где q=v0/c<l, Q=(ct—x)/(c—u0) (здесь и далее интегралы полагаются 
равными нулю в случае, когда верхний предел меньше нижнего).

Решения задач отражения приходящих из бесконечности импульсов 
F(ct+x) (т=0) и x~lF(ct+x) (т=2) от движущейся свободной границы,

на которой да/дх=0 (это условие при­
ближенно реализуется на оплавляю­
щемся торце), с применением формул
(4) и (5) получаются в виде

V,

Ч -

u=F  (ci+z) + ---- - F ( (с+ у0) 0)
1+q '

(тге=0),

1 ~ q

( 6)

а—х  1f / ?(cf+a:) +  ——— i7’( (еЧ-ь»0) 0) — 
L 1+q

Фиг. 1. Цилиндрический (я), пара­
болоидальный (б) и конусоидаль- 
ный (в) стержни, нагруженные на 

движущемся торце x = u 0t

2 1 - q

ч  i + g

v

+ у 0) т ) й(т |  ( т=2).
(7)

Формула (6) имеет простой физический смысл. В случае, когда па­
дающий импульс имеет пространственную протяженность a (F (x )=  О 
вне промежутка длины а), отраженный имеет меньшую протяженность 
a '= a ( i—q) I ( i+ q) . Этот результат согласуется с приведенным в [4] для 
частоты гармонических волн, отраженных от движущейся границы. Рас­
пределение деформаций описывается выражением e=duldx=F' (ct+x) — 
-F '({c+ v  о)0).

Величины энергий падающего и отраженного импульсов W i и W r 
равны

а

W t = E S ' j [ F ' ( s ) ] ‘ d s ,

О

а
Жг= £ 5 „ |  [ Г

i+q
\  1—<7
(

Путем замены переменной во втором интеграле находим Wr= 
=  ( i —q ) / ( l+ q )W iy т. е. импульс произвольной формы после отражения 
от движущейся навстречу ему свободной границы теряет 2q/(l+q)  часть 
энергии, уносимую вместе с отделяющимся от стержня материалом. 
На фиг. 2 в безразмерных координатах | = xja изображены падающий (а) 
импульс амплитуды 1 и протяженности а, занимающий при £=() проме­
жуток 1 < |< 2 , и отраженный импульс (б) в момент прохождения фронта 
через точку |= 2 ,  а также положение торца стержня.

Процесс отражения в случае конусоидалыюго стержня более сложен. 
Пусть при t= 0 передний фронт падающего импульса протяженностью а 
находится в точке х=Ь , задний —в точке х=Ъ+а (фиг. 3, а). Анализируя 
выражение (7), можно установить, что отраженный импульс будет со­
стоять из головной части протяженностью а' с передним фронтом х=  
=ct—b' и задпим x= ct—b'—a/, где 6 '= (1—q) l( i+ q)b i а также шлейфа, 
занимающего область v0t< x< ct—b'—a' (фиг. 3,6). Вследствие наличия 
шлейфа простой связи между энергиями падающего и отраженного им­
пульсов не существует.

Шлейф образуется и при отражении импульса от неподвижного торца 
конусоидального стержня вследствие переменности по длине жесткости 
стержня ES(x).  Но в этом случае энергия отраженного импульса, конеч­
но, равна эпергии падающего.

Решения (4), (5) можно получить применением к уравнению и гра-
768



личному условию преобразования Лапласа по времени, предварительно 
перейдя к новой независимой переменной xx= x —uQt  и заменив при т = 2 
неизвестную функцию по формуле и=х~1и1.

В случае т= 1 уравнение (1) совпадает с уравнением осесимметрич­
ных цилиндрических волн. Решений тина хХх¥  (ct±x ) не существует [5], 
а переход к движущейся системе координат приводит к уравнению с не-

Фиг, 2, «, б. Отражение импульса от 
движущегося торца цилиндрического 

стержня при 5= 0,2

Фиг. 3, а, 6. Отражение импульса от 
движущегося торца кону сои дального 

стержня, 5 = 0,2

разделяющимися переменными. Здесь необходимо отправляться от обще­
го решения уравнения (1) в виде уходящей волны [5]

со

и=  |  F ^ t  —  “ ” Ch ц j  dr\. (S)

Введя замену переменной chr]=:r i (x2+z2)'l% dr\= (x2+z2) 'i!dz, запи­
шем представление тина (8), удовлетворяющее нулевым условиям

ооb= J  cp(cl—Va;2+ zz)ff(cf—УжЧ-z2) dz

Va^+z*
(9)

Подынтегральное выражение в (9) отлично от нуля лишь при 0< z <  
< (сН2—х2)'1*. На подлежащую определению функцию ф нужно наложить 
условие ф (0)=0, обеспечивающее сходимость интеграла.

Заменив неизвестную функцию по формуле
а(p '(a)= g (a),cp (a )=  J  g(p)dp,

из (9) получаем
c t— x

11=  |  In
ct—a+У (ct—a )2—x:

x
g(a)da,

а граничное условие (3) приводит к интегральному уравнению
(с—t*)i

f е а  = - g ( a ) d a = - v J f ( t ) .
J 1 { c t - a Y - v  0Ч2

(10)

( 11)

( 12)

Ядро этого уравнения имеет корневую особенность в верхнем пределе 
интегрирования. Выделяя особенность в чистом виде и используя реше­
ние уравнения Абеля [6], из (12) получаем интегральное уравнение Воль- 
терра второго рода относительно новой функции h(a,) = (a—qa)'!il
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/ ( ! + « } * ( « ) :

где

1 а
h(a) +  —  f <?(а,(*)А(Р)<Ф=р(а),

л J (13)
Q (a. P) =  = =  ( — Ч—  + — ) E (к) -  К  (к),

V1—кг ' a —g(i а —Р' а —р

p(a)= —— (~^)'Л U = f  Ы -L-)] *, »={а- та- ф,
л  ' 1—g' J ^а—т dxL ' с —у0' J

Е(к)  и Л (ft) — полные эллиптические интегралы [7].
Уравнение (13) удобно решать численно, поскольку его ядро выража­

ется через хорошо изученные функции. Волновое поле затем вычисляется 
но формуле (11).

Имеется и другой путь нахождения волнового поля в параболоидальном 
стержне. Легко заметить, что aQ(a , р) зависит лишь от отношения p/af

поэтому при степенной правой части (13), 
h  (се) будет также степенной функцией. 
Именно p (a )= p 0ax+0-5 и h (a )= h 0a k+0'5 при 
f { t )= f0f .  В этом случае из (10) следует, 
что ср(сс) = ф 0а х+1. Таким образом,

и

V  с*/*—а*

и (,X, 0 =  г/й.0 jj {ct —  Y я2 +  z2)*« х
О

dz
X

у  t*
(14)

-5  -
удовлетворяют условию (3) с f { t )= f0tx и 
нужно лишь выразить постоянные U\ че­
рез /о. Это требует вычисления интеграла 
(14), который лишь при целом А, берется 
в элементарных функциях. Например, при 
f ( t ) =—H( t ) f А=1 и имеем решение

и  =

Фиг. 4. Распределение переме­
щении (а) , деформаций (6) и 
скоростей (в) в параболоидаль­

ном стержне при f ( t ) = —H(t)

V l—g1
.ctf(s),

14-У1_о2 ---------
/  (s) = ln ----------------У1—s2, s =

X

ct

Деформации и скорости частиц определяются формулами
Ч - , ,  ч . Ясе =  — ./(«)> й  = [ f ( s ) s f ' ( s ) l

(15)

(16)
У1—д2 У1—д5

На фиг. 4 изображено распределение безразмерных величин u=f ( s ),
е—/'(s), u = f ( s ) — s f ' ( s )  в возмущенной области как функций автомодель­
ной координаты s. При заданном q графики нужно рассматривать лишь в 
промежутке g < s < l, соответствующем v0t<x<ct.

Скорости и деформации обращаются на фронте волпы в нуль как 
(с1— х ) ъ. Заметим, что в силу автомодельности выражений (15), (16) гра­
фики на фиг. 4 дают полное представление о волновом поле в парабо­
лоидальном стержне при любых х и t.

В случае произвольной зависимости приложенного давления от времени 
нужно приближенно представить f ( t )  в виде многочлена от t, а затем по­
строить решение задачи (1) —(3) по принципу суперпозиции. Если же 
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для воспроизведения особенностей f ( t )  типа быстрых изменений самой  
функции или ее  производной требуется построение многочлена высокой, 
степени, вы годнее реш ать уравнение (13) ,  а  затем  применять формулу  
(1 1 ) для построения волнового поля.

Описанная методика применима к реш ению  задачи отраж ения от дви­
ж ущ ей ся  свободной границы. Однако в силу больш ей слож ности процесса  
распространения импульсов в параболоидальном стерж не по сравнению с  
цилиндрическим и коиусоидальным явных формул типа (4 ) —(7) здесь не 
сущ ествует и  установить общ ие закономерности отраж ения затруднитель­
но. Здесь ясно лишь то, что при отраж ении энергия волнового движ ения  
уменьш ается.
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