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УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПОВЕРХНОСТНОГО ИМПЕДАНСА 
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Выведено ннтегродифференциальное уравнение для тензора поверх­
ностного импеданса, связывающего нормальные компоненты тепзора 
напряжений и смещения на границе неоднородного упругого полупрост­
ранства. Найдены приближенные решения уравнения в частных случаях 
неоднородной среды.

В практических задачах при анализе распространения поверхностных 
акустических воли в слоистых средах требуется, как правило, знать поле 
смещений лишь па какой-либо плоской поверхности. Влияние же свойств, 
примыкающих к этой поверхности полупространств, удобно учитывать с 
помощью тензоров поверхностного импеданса [1—5], линейно связываю­
щих нормальные компоненты тензоров напряжений и смещения на гра­
нице каждого полупространства. Для определения тензора поверхностного 
импеданса (для краткости импеданса) слоистого полупространства в ра­
ботах [5—7] выведено дифференциальное уравнение с коэффициентами, 
определяемыми параметрами среды. В данной работе для импеданса полу­
чено уравнение в общем случае неоднородной упругой среды. С помощью 
этого уравнения можно строить приближенные решепия задач распростра­
нения поверхностных волы в слоистых структурах, содержащих неоднород­
ности на пути распространения как в виде неровных границ слоев, так и 
в виде объемных включений.

Пусть неоднородная анизотропная упругая среда занимает полупро­
странство z > О, а единичный вектор п — внутренняя нормаль к поверхности 
этой среды. Обозначим через х двумерный координатный вектор, лежащий 
в плоскости г=  0. На поверхности полупространства между нормальными 
компонентами тензора напряжений а«(£, х) и смещениями х) (пред­
полагается, что поля удовлетворяют условиям излучения) в случае ста­
ционарной среды имеет место связь

а„ (г, х) щ =  J  t i i  ( t - t ' ,  X, х') щ (г', х') d t' d2x ,  (1)
где интегрирование осуществляется в бесконечных пределах, t — время, 
индексы всюду пробегают значения 1—3, a х, х') — импеданс в ко­
ординатном представлении. В дальнейшем удобно перейти к смещениям 
щ{со, х) и напряжениям 0У(<о, х) в Фурье-представлении, связанным с 
самими смещениями и напряжениями соотношениями вида

щ ( ^ х ) =  Jit; (со, x)exp(ixx— itot)dad2x. (2)
Преобразуя выражение (1) по Фурье, получаем связь

0 «(ю, х)ге,—J &<*(<n>,xlq)n,(®,q)dtgl (3)
где $#(©, х, q) — импеданс в фурье-представлении.

Конкретный вид импеданса зависит от структуры полупространства, 
а его связь с параметрами среды может быть получена исключением из 
уравнений движения и материальных уравнений всех компонент смеще­
ний и напряжений. Из материального уравнения Oij=Cijhi (х, z) (riidujdz+ 
+duh/dxt), где Ст  — тензор модулей упругости, прежде всего исключим 
производную d u j d z , считая известными нормальные компоненты тензора
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напряжений. Последовательно получаем
дик
—  = B hioii?ij- D jklduj/dxh о#—jD<waw7ii+ (Cijkl- E ijkl)duk/dxh

где
z) = [nhCihli(x, z)Th]-\ Dm (x, z) =п1СШр(x, z)Bpj{x, z),

. z )  t l p C i j p q ( x , z ) Z ) hg/ ( x ,  Z ) .

Подставим теперь в уравнение движения

Р (х, z)
а2гг< до,/ <9о0-

Щ -г<?£2 dz •Эя;
где р —плотность вещества, вместо выражение (1), считая импеданс 
функцией координаты z, a o,j н вновь появляющуюся производную dujdz  
исключим с помощью соотношений (4). Преобразовав далее полученное 
уравнение по Фурье, придем к однородному линейному интегральному 
уравнению типа Фредгольма первого рода для вектора смещений 
щ{о, х, z), которое в силу произвольности этого вектора должно удовле­
творяться тождественно. Таким образом, необходимо приравнять нулю 
ядро этого уравнения, что приводит к соотношению

+ 1 s) Bkl (s -p )  (p, q) d2p d?s+

+i*i 1 (* -p )  Sb(P, q)d2p- iq ,  s)Djkl (s -q )  cfs+

+  ]= 0 , (6)
связывающему импеданс с параметрами среды, или уравнению для импе­
данса. В этом интегродифференциалыюм нелинейном уравнении
Ы (о, х, q, 2) — это импеданс на границе z=const полупространства, внут­
ренняя нормаль к которому п направлена но координате z. Структура 
полупространства учитывается в выражении (6) через трансформанты 
Фурье плотности, тензора модулей упругости и величин, определяемых 
равенствами (5). Частота со и координата z в аргументах функций, входя­
щих в уравнение (6), для краткости опущены, а трансформанты Фурье 
материальных параметров связаны с самими параметрами соотношениями 
типа (2) и обозначены теми же буквами.

Для решения уравнения (6) необходимо задать начальное условие для 
импеданса £^°(х, q) на каком-либо уровне z=z0. Тогда уравнение интегри­
руется До любого z<z0 с начальным условием £у(х, q, 20)= ^ ° (х , q). От­
метим, что на практике всегда можно указать такое z0, для которого полу­
пространство z>z0 будет свободным, a £*/=0.

В частном случае слоистого полупространства без неоднородностей ма­
териальные параметры не зависят от координатного вектора х, а их транс­
форманты Фурье пропорциональны дельта-функции 6 (х). При этом все 
интегралы в уравнении (6) легко вычисляются и оно переходит в получен­
ное в работе [5] дифференциальное уравнение для импеданса £#(х, z), 
связанного с импедансом £#(х, q, z) соотношением £,Дх, q, z) =  
“ £«(*. z )6 (x -q ) .

Рассмотрим некоторые приближенные процедуры аналитического ре­
шения уравнения (6). Плотность вещества и тензор модулей упругости 
всегда можно представить соответственно в виде р(х, z )= p(z)+ p '(x , z) и 
Cw (x, z)=Ciihi(z)+Cijki'(x, z), где функции р'(х, z) и Cw '(x , z) характери­
зуют неоднородности. Каждое выражение в (5) также можно представить 
в виде суммы осповиого члена, зависящего только от z, и члена, учитываю­
щего неоднородности. Предположим теперь, что |р ' (х, z ) |< p (z ) и 
|CfjJ/ ( x ,  z) \ <Сим (z). Ограничиваясь линейными по Ст ' члепами, из фор­
мул (5) нетрудпо полупить поправки на неоднородности

Вц' (х, z) = - В 1к(z) npChpql (х, z) пяВ ц (z),
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(7)Оц'к (x, z).=ntC ik'lp (x, z) Bpi (z) +ntC шр (z) Z?p', (x, z),

Eijhi (x, z) —TipCijpq(x, z) Dkql (z) ijpq (z) (x, z).
Будем считать известным импеданс £«(х, z) полупространства в от­

сутствие неоднородностей. Представим импеданс неоднородного полупро­
странства в виде

Ч> 2) 6 ( x - q ) + ^ ' ( x ,  q, z), (8)
где член £,/(х , q, z) учитывает влияние неоднородностей и исчезает вместе 
с ними. Подставив в уравнение (6) сумму (8) и ограничиваясь линейными 
по возмущению членами, получаем для нахождения поправки £</(х, q, z) 
неоднородное линейное дифференциальное уравнение с переменными ко­
эффициентами

<Кч' (и, ч)
d z

+ ( ? . *  ( * )  t u  (*, ч )  +£<*' (*> ч )  ( q )  =-Ф« (*. q). О)

где
Q ib i’*') — ( x ) 5 ft+iXjZ)iW, Т ы (q) —S*iSij(q) — iQiDiM,

(х , q )  =  5«k ( x ) S „ /  (к- q )  £„ (q) +Й4,£>Ш ( x - q ) & ,  (q) - i q  (x )  X

X D j h  ( x - q ) + © V  ( x - q ^ s - x ^ t C ' ^ x - q ) - E ' m j { x - q) ],
(10)

а в аргументах всюду опущена координата z.
Дальнейшие упрощения проведем для конкретного вида неоднородно­

стей. Пусть однородное полупространство z > 0 включает в себя неоднород­
ность в виде цилиндрической области из другого материала с образующими 
бесконечной длины, составляющими угол с осью z. Введем двумерный 
единичный вектор v, направленный вдоль проекций образующих на плос­
кость z=0, а сечение цилиндрической области этой плоскостью обозначим 
через S  (я|)>0, если образующие лежат в квадрате, образованном вектора­
ми п  и v, и *ф<0 в противном случае; всегда |я|?|<я/2). Очевидпо, что для 
данной геометрии при любых z, z '|p ieeт место связь x+vz'tgif, х '+  
+vz'tgi|), z+z/) = ^ ; (i, х, х ', z), из которой, переходя к трансформантам 
Фурье, нетрудно с учетом формулы (8) получить в уравнении (9) значе­
ние <2£<j' ( k, q, z ) /d z = - i ( x - q ) v ig № i i  Ч> z)- Таким образом, уравнение 
(9) становится алгебраическим и его можно рассматривать на любом уров­
не координаты z, в частности на границе z=0 исходного полупространства. 
Поскольку па этой границе малые поправки р', Су*/ и определяемые вы­
ражениями (7) равны нулю, за исключением области S , где они постоян­
ны, то в правой части уравнения (9) все трансформанты Фурье малых 
поправок к материальным параметрам нужно заменить на постоянные 
зпачения самих этих поправок в области 5, умноженных на функцию

/ (и—q) = 1/ (2я)2 J exp [—i (х—q)х]d zx .
Б

Пусть в контакте с полупространством z>0 находится слоистое полу­
пространство без неоднородностей z<0, заданное своим поверхностным 
импедансом ^ <_)(х). Учитывая непрерывность пормальных компонент 
тензора напряжений и смещений на границе z=0, с помощью выражений 
(3) и (8) получаем на этой границе уравнение для смещений

у«(х) в , ( х ) = -  J  (И, q) Щ (q) d?q, (И )
где введен суммарный импеданс 7 « (х )= ^ (х )+ £ ц (“)(х). В случае отсут­
ствия неоднородностей £t/ = 0  и (И ) переходит в уравнение [5]

У *(х)М х)= 0 , (12)
определяющее собственные (поверхностные) моды, возможные в данной
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(13)структуре. Оно имеет отличные от нуля решения при условии

det7*(x )= 0 ,
являющимся дисперсионным уравнением собственных мод.

Если на область с неоднородностями падает какая-либо собственная 
мода с нолем смещений в плоскости z= О

щ°(х) =и* ехр(грх), (14)
где опущен множитель ехр(—m t) ,  а щ° и р удовлетворяют уравнениям 
(12) и (13), то, представив полное поле смещений в виде суммы падаю­
щего и рассеянного полей, нетрудно из соотпошепия (11) в первом по­
рядке метода возмущений получить выражение для рассеянного ноля

M x) = - “i0 J УкГ1 ( и ) Ы * .p)eiKXdzK. (15)
Для простоты положим теперь, что прострапство z>0 в отсутствие не­

однородностей изотропно и имеет упругие параметры Ламе Я и р. (пара­
метры неоднородности Х+Л' и р,+р'). В этом случае импеданс £#(х) 
можно представить в виде [5, 8]

£« (х) =  т{щ) % (х) +п&1&п (х) +т{т £ т (х) +т<т& (х ), (16)
где х = |х |,  т = х /х ,  т = [п Х т ] , парциальные импедансы £(х), £n(x), £™(x) 
и £л(х) зависят от модуля волнового числа и частоты, а их конкретный 
вид нетрудно определить по результатам работ [3, 4]. Если, кроме того, 
нижнее полупространство z<0 поперечно-изотропно (параметры Ламе 
могут зависеть от координаты z)> то и суммарный импеданс У«(х) можно 
представить в виде (16) с суммарными парциальными импедансами У=

= £ - £ (- \  У,—£„+СГ\ ym= 5 « + t r > и где парциальные
импедапсы нижнего полупространства, помеченные знаком минус, счи­
таем заданными. В этих обозначениях легко записываются [5, 8] диспер­
сионные уравнения собственных поверхностных волн горизонтальной 
(Ул(х) =0) и вертикальной (Yt,(x)=^[ У2(х) +  У„(х) Ym(x)]/Y „(x)= 0) 
поляризаций, а также интегральные потоки энергии в них

Wfc=—m
со dVh(n)
Т  дх

и W„= m со дУ„(х) 
4 дх

и

где х удовлетворяет соответствующему дисперсионному уравнению, а и — 
амплитуда компоненты поля смещений, лежащей в плоскости z=0.

В рассматриваемом случае изотропного верхнего полупространства с 
цилиндрической неоднородностью изотропного заполнения уравнение (9) 
распадается на четыре независимых системы алгебраических уравнений, 
соответствующих четырем случаям взаимодействия полей различных поля­
ризаций. Эти системы, содержащие одно, два (две системы) и четыре 
уравнения, легко решаются аналитически. Подставляя эти решения в вы­
ражение (15) для рассеяипого поля и находя методом стационарной фазы 
(см., например, [4]) его асимптотику в дальней зоне, можно далее, опре­
деляя потоки энергии (17) в падающем и рассеянном полях собственных
волн, получить парциальные дифференциальные сечения рассеяния поля 
(14) цилиндрической неоднородностью. Эти сечения можно представить
в виде

doab = (2я)
(dVa(p)/dp)(dYb(s)/ds)

| Gab (<р) | 21 /  (s—р) | 2 dy, (18)

где s — волновой вектор какой-либо собственной моды в рассеянном поле, 
угол рассеяния ср —угол между векторами s и р, s = |s |,  р = |р |,  индексы а 
и b означают соответственно типы падающего и рассеянного полей и могут 
принимать «значепия» h или v, а факторы Gab описывают зависимость 
do,? от ф, не связанную с формой S  поперечного сечепия неоднородности. 
Выражениями (18) можно пользоваться при условии малости полных пар-
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циальных сечений рассеяния оаб по сравнению с характерным размером 
области S.

При рассеянии волны горизонтальной поляризации в волны такой же 
поляризации имеем в формуле (18)

Gkh(tf)——n'ps
2  cos2 у + ( р )  g ,  (s)—%(£(/?) £ ( s ) ) Vl ]cos ф — 1

РЯЛР) +sq,(s)-r
(19)

где £(s) =  (p/)J.) (и /s)2, g,(s) =  ( l - 6 ( s ) ) ' \  x = p V /p |/, r= i  О cos 0 - s  cos (y+ 
+0) ]tg ф, a 0 — угол, который составляет вектор р к вектору v.

При смешанном рассеянии

№ (ч ,)  -  J s - C ( s ) f l ( s )  (5 ' (Р >'т  [ С ( 8 ) М  А 1+
+  [2 cos <р-х(|(Д)6 (*))Ч‘- М (s) q,(р) q, (s) ] [ B - i ^ ( s ) D (s) ]}, .(20)

где дополнительно введены обозначения А = — pqt (p)+sM(s)qi(s)+r, В — 
==:—PQt(p)+<^sM(s)qt {s)+r, 6'( 5) = 5[1 +аЛ /(5)] , D (s )—s[i+M(s)] ,  K(s) = 
=*M(s)+ 2, д,($) =  ( 1 - а |  ($))'% a=p/(X +2p), M {s)= l{s ) l (q t ( s )q i ( s ) -1), 
7 (5) = Y m($)IY(s)=— Y(s) jYn(s). Отметим, что чисто мнимая величина 
*f(s) [3, 4] совпадает с отношением нормальной к касательной к поверх­
ности z—0 комплексных амплитуд смещений в поверхностной волне верти­
кальной поляризации.

Фактор G* получается из Ghv заменой в правой части выражения (20) 
р на 5, s на р, ср на —ф и в на ф+0—я  (нетрудно проверить, что величина 
г при такой замене сохраняет свое значение).

В общем случае рассеяния воли вертикальной поляризации в волны 
такого же типа выражение для Gvv громоздко и здесь не приводится. В ка­
честве примера такого рассеяния рассмотрим лишь практически интерес­
ный случай свободного полупространства z<0, для которого £</"’,=0. При 
этом единственным типом поверхностной волны является рэлеевская вол­
на, $=р, I  удовлетворяет уравнению (2—£)2—4(1—g)Vi( l —a | ) l/a==0, а диф­
ференциальное сечение рассеяния (18) можно представить в удобном для 
расчетов виде dovv={2n)3([i'l[i)2\Gvv{(f) |2p3|/ ( s - p )  |2Лр, где

(21)
Gv (ф) =  —  {2g, cos2 я>- [ (2 + х |—I) gi+ga]cos Ф+ g s-  (х~ 1) g*- ( е - 1) g5) ,

go

go =
(2 |s—11|*+16|—8 ) ,,;{2(|2—8£+8) (1—£)’ft|X

(2 -6 )4 1 -5 )*
X [ (2 -6 ) 2+ 3f2] -  (64—2463+12062—1926+96) r - 8  ( l~ 6 ) r3)

g i= ( l—6) l64—16|3+6462—806 +32+8(1—6)r2— 
—2(362—206+16) (1—6)v,r],

g2=  (2 -6 ) [265-236s+9263-15262+ 1 1 2 |-  
—32—8(1—6)2r 2+ 2 ( l—6)%(3 |2—206+16)r],

g3=g*+!2 (2 -6 )2 (4 -6 ) d -Ю  V , g4= 6 (2 -6 ) 2[ (2 -6 ) 3+2 (1 -6 )r 2 -

— 1— (£2—12^+16) (1 -6 ) V ], g6= (6 3-8 6 2+ 2 4 6 - 1 6 ) [ ( l - 6 ) ( |2-8 6 + 8 ) +
• 1

+ 2 ( l - g ) r 2-  —  (£*-166+16) (1 -6 ) V ],

f= 2 is in ^ /2 )s in ^ /2 + 0 ) tg  Ф, е =  (Л/+2р/)'р/(А,+2р) \x'.

Необходимо отметить, что дифференциальные сечения рассеяния (18) 
могут обращаться в нуль при некоторых углах ф0, определяемых усло­
виями Ga(фо)==0, не зависящими от формы поперечного сечения неодно­
родности (сравни с результатами [8]). Поскольку в общем случае вели­
чины Gab комплексны, то их обращение в нуль возможно только при опре­
деленных значениях углов 0, входящих в факторы Gab через параметр г.

4  > / ’ » !>
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Если же цилиндрическая неоднородность вертикальна (ф=0), то г=0 и 
факторы Gab становятся действительными. При этом в каждом случае рас­
сеяния могут существовать не более двух таких углов нулевого рассеяния 
ф0, значения которых нетрудно получить с помощью выражений (19) —(21). 
приравнивая их нулю и разрешая полученные уравнения относительно 
совф (эти значения не приводятся из-за их громоздкости). Положение 
углов ф0, а также возможность их существования сильно зависят от % и е, 
которые могут изменяться в широких пределах и определяются соотноше­
нием материальных параметров верхнего полупространства и неоднород­
ностей.

Если форма поперечного сечения неоднородности зависит только от 
одной координаты в плоскости z= 0, то вместо дифференциальных сечений

V f f

Зависимость коэффициента отражения рэлеевской волпы от 
угла наклона границы клиновидной неоднородности

рассеяния (18) можно определить коэффициенты отражения по энергии 
Иаь. Так, для клиновидной неоднородности имеем

» » ___________1_________________________
|co s9 co s^+ 0 ) | [pcosB—«соз(ф+0) ]" \ (дУа(р)/др) (dYb(s)/ds) \

(22)
где угол 0 имеет смысл угла падения на неоднородность (вектор v пер­
пендикулярен ребру клина) и связан с ф законом Снеллиуса p s in 0 =  
=5 sin (ф+0). Если же неоднородность представляет собой плоский слой 
с толщиной в плоскости z= 0, равной L, то Rab дается выражением (22), 
домножеппым на интерференционный множитель 4 sin2 {(L/2) [р cos 0— 
—scos (ф+0) ]}. Сравнивая формулы (18) и (22), видим, что в случае 
клиновидных неоднородностей выражения для углов нулевого рассеяния 
сохраняются.

Задача отражения поверхностных волн от клиновидной области из 
другого материала рассматривалась при некоторых модельных упрощени­
ях методом функций Грина в работах [9—10]. На фигуре изображена за­
висимость коэффициента отражения по амплитуде (/?/)*  от угла ф при 
нормальном падении (0=0, ф = —я) рэлеевской волны в сургуче на клино­
видную область из гипса (сургуч и гипс — вещества с близкими материаль­
ными параметрами [10]). Из графиков видно, что результаты расчетов 
по формуле (22) (кривая 7) близки по значениям с расчетными данны­
ми работы [10] (кривая 2). Имеющиеся экспериментальные данные 
(кривая 3), полученные в работе [И ] , хотя и дают качественно похожую 
зависимость, но завышены относительно расчетных. Однако точность ре­
зультатов работы [И ] неясна, поскольку условия проведения экспери­
ментов описапы недостаточно подробно.

В заключение коснемся одного вопроса теории распространения по­
верхностных волн в слоистых структурах, содержащих неровности границ 
слоев в виде канавок пли выступов с малой по сравпению с длиной волны 
высотой. В работах, посвященных исследованию такого распространения 
(см. обзор [12]), обычно используются приближенные граничные условия, 
полученные пересчетом на плоскую поверхность точных граничных усло­
вий с неровной поверхности. При этом предполагается не только малость 
высот неровностей, но и их пологость (малость наклона боковых стенок). 
Однако единственным малым параметром в конечных результатах оказы-
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вается отношение высоты неровностей к характерной длине волны в 
структуре, и возникает предположение, что требование пологости неровно­
стей является излишним.

Пересчет граничных условий с неровной поверхности на плоскую эк­
вивалентен нахождению импеданса на плоской поверхности структуры, 
содержащей неровности. Покажем, что с помощью уравнения (6) этот 
импеданс можно найти без использования условия пологости (на возмож­
ность такого доказательства автору указал В. Г. Полевой). Рассмотрим 
полупространство z> О, состоящее из слоистого полупространства z > //  и 
контактирующего с ним тонкого слоя толщины Н. Пусть форма неровно­
стей, заключенных в слое, описывается функцией z= F (x ) ) причем области 
0<z<F(x)  и F (x )< z< H  заняты различными однородными веществами. 
Найдем на поверхности z= 0 поправку £*/(х, q) в представлении импе­
данса (8), предполагая известным импеданс £ij(x) па той же поверхно­
сти в отсутствие неоднородностей, а именно при F(x) =0.

Для описанной выше структуры из уравнения (6) нетрудно получить, 
оставляя старшие по возмущению члены, уравнение

q,*)
dz +  Ф«(*,Ч)' (2л)

j  exp[i(x-q)x]cftr,
F ( x ) > z

где интеграл в плоскости z=const берется по области, для которой выпол­
няется условие F(z)>z,  а Ф13(х, q) дается выражением (10), в котором 
все трансформанты Фурье малых поправок к материальным параметрам 
нужно заменить па разность значений самих параметров в областях 
0<z<F(x)  и F (x )< z< H  соответственно. Проинтегрировав уравнение
(23) с начальным условием £,/(х, q, Н )=  0, находим на поверхности z=0 
выражение для поправки £,/ (х, q)=Фу(х, q )F (x —q), пропорциональное 
трансформанте Фурье функции F, а значит, и высоте неровностей II. По­
лученное выражение остается конечным даже при вертикальных боковых 
стенках неоднородностей, и им удобно пользоваться для построения при­
ближенного решения уравнения (11) для смещений.

Автор благодарен В. Г. Полевому и С. М. Рытову за полезные дис­
куссии.
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