
Т ом  XXXI 1985

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л

В ы н. 5

УДК 534-231

ИМПЕДАНСЫ КОЛЕБАНИЙ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО
СФЕРИЧЕСКОГО СЛОЯ

Записаны уравнения колебаний трансверсально-изотропного сфери­
ческого слоя произвольной толщины. Предложен алгоритм, позволяющий 
найти распределение смещений по толщине слоя и вычислить нмпедан- 
сы колебаний для различных мод. Для нулевой моды колебаний полу­
чено замкнутое решение с использованием сферических функций Бес­
селя дробного индекса.

В [1] были найдены имнедапсы колебаний изотропной сферической 
оболочки умеренной волновой толщины. В настоящей работе рассмотрены 
вынужденные колебания сферического слоя, имеющего трансверсальную 
анизотропию упругих свойств. В соответствии с принятыми в книге [2J 
определениями считаем, что каждый элемент слоя имеет ось симметрии 
бесконечного порядка, проходящую через центр сферы. Это означает, что 
скорости упругих волн в плоскости, проходящей через центр сферы, за­
висят от направления распространения волны и отличаются от скоростей 
волн в касательной плоскости. Одиако скорости в касательной плоскости 
от направления распространения не зависят.

Так же как и для плоской трансверсально-изотропной среды [2, 3], 
в данном случае необходимо использовать пять упругих постоянных: с,,, 
сзз, C\2i с 13, с,/„ связывающих напряжения и деформации.

Закон Гука для такого слоя записывается в виде
a o = c 11e e + C i 2 e .p+ c 13e r ,  о Ф= с 12е в + С и е ф + с 1зег? О г = С 1 3е о + с , з е Ф+ С з зе г ,

Здесь г, 0, ср — координаты сферической системы, причем 0 — полярный 
угол, ф — азимутальный, о и т — нормальное и касательное напряжения 
для соответствующих плоскостей. Переход к изотропной среде осуществ­
ляется заменой с,з=с12=Х, Сп=Сз3=А,+2ц, с44=|я, где X и |х — постоянные 
Ламе.

В дальнейшем будем рассматривать импсдансы для осесимметричных 
колебаний (заметим, что это не ограничивает общности задачи о произ­
вольном движении слоя, поскольку решение для иеосесимметричных ко­
лебаний может быть выражено через импедансы осесимметричных колеба­
ний), поэтому касательные деформации еГФ> и еф6 и соответствующие ка­
сательные напряжения будут равны нулю. Деформации выражаются через 
смещения:

Используя (1) и (2), получим связь между смещениями и напряжениями
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Воспользуемся уравнениями равновесия, записанными в сферических 
координатах [2]:

" +  Т  (2^г -  О0 -  аф +  Tr0 ctg 0) =  рн ̂  ; (4)

+  т  - ж  +  7 ~ ((ав ~  ° ф) ctg 0 +  3тго) =  Рм п ё г  •

Здесь рм — плотность среды.
Подставив соотношения (3) в уравнения (4), получим уравнения дви­

жения:
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Аналогичные уравнения для изотропной среды решаются путем пред­
ставления смещения в виде суммы градиента скалярного потенциала и 
ротора векторного потенциала, после чего уравнения движения распа­
даются на два независимых друг от друга уравнения для скалярного и 
векторного потенциалов. Решениями последних являются сферические 
функции Бесселя и Неймана.

В данном случае такое представление не приводит к цели, так как урав­
нения, получающиеся после введения потенциалов, остаются связанными 
друг с другом. Поэтому приходится решать эти уравпения непосредствен­
но. Переменное давление на внешней поверхности слоя с зависимостью от 
времени тина ехр(—Ш )  представим в виде

Р
со

(9) =  ^  РпРп (COS 0),
п=о

где — известные коэффициенты, Рп — полиномы Лежандра. Смещения 
иг и а е можно записать в виде

иг =  ^  и п (г) Рп (cos 0);
71=0 
00

u 9 =
П—1

п(г)ж Р п(С080),

где Un(r) и У „(г) — неизвестные распределения радиальной и касательной 
составляющих смещения по толщине слоя. Импедансы колебаний слоя на 
отдельных модах, так же как и в работе [1], определим в виде

____Рп_____
- t a U n { R  1) ’
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где Un(Ri) — амплитуда радиальных смещений в п-й моде, вычисленная 
на внешней поверхности слоя при г=/?,. Величина — представ­
ляет собой амплитуду колебательной скорости на внешней поверхности 
слоя. Еще один знак минус появляется в связи с тем, что при мгновенном 
положительном значении давления, создающем усилия в сторону центра, 
положительная составляющая смещения должна быть также направлена 
внутрь, в то время как в системе (1) положительной считается скорость, 
направленная наружу.

Решение задачи о колебаниях слоя определится суммой

Непосредственной подстановкой разложений (7) в уравнения (5) 
можно убедиться, что переменные разделяются. При этом необходимо 
учесть соотношения

присоединенный полином Лежандра.
После такого разделения получим уравнения для радиальных функций

* 4  =  —  п  ( п  +  1) (с*13 +  С44)/Сзз; 5б =  — п  ( п  +  1) ( с 13  — С44 —  С и  —  с 12) / с ^ \  

se =  2; St =  (Си — С12 — 2с41 — п (п +  1) Сц)/с44; =  Рм*>2/с44;
,s*9 =  (С13 -f- с44)/с44; .s*io =  (2с4<1 -j- сц +  Ci2)/c44; $ц =* п(п-(- 1)/2; •‘>12=сзз/(2с1з)-

К уравнениям движения (10) необходимо добавить граничные условия 
на внешней и внутренней поверхностях слоя. Будем считать, что касатель­
ные напряжения на поверхностях отсутствуют, а внутренняя поверхность 
свободна.

Здесь /?, и Кг — внешний и внутренний радиусы слоя соответственно. Ис­
пользуя соотношения (11), (8), а также два последних уравнения систе­
мы (3), получим

где

Р ?  (cos 0) =  -щ- Рп (cos 0)

и п(г) и У„(г):

( 10)

Коэффициенты определяются следующим образом:

Тогда
( 11)

( 1 2 )

№



При других граничных условиях в соотношениях (12) следует изменить 
лишь правые части.

Уравнения (10) совместно с граничными условиями (12) образуют 
полную систему соотношений, необходимую для определения смещений. 
Можно использовать различные методы численного решения, например 
метод сеток, а также метод Галеркина.

Для относительно небольших волновых толщин целесообразно исполь­
зовать разложения по степеням e=z//?, где R = (R l+R2)/2 — средний ра­
диус, a z=r—R — коордипата, отсчитываемая от средней поверхности,

Заметим, что минимальное количество членов, которые необходимо учиты­
вать, равно 3 (т. е. М{= 2). Использование линейного приближения типа 
ao+ate и Ъ0+Ь,е приводит к неверным результатам, в чем можно убедить­
ся, попытавшись найти статическое смещение при о>=0, а также резонанс­
ную частоту моды п=0 для изотропного слоя. Это связано с тем, что при 
линейном приближении используются четыре неизвестных коэффициента, 
которые полностью определяются из граничных условий. При этом урав­
нения (10) не используются. При более точном вычислении с учетом 
квадратичных членов и с использованием уравнения (10) оказывается, 
что три первых слагаемых в каждом из рядов (13) имеют одинаковый по­
рядок даже для весьма тонких слоев.

Аналогичное разложение по степеням z/R использовало в работе [4] 
для решения задачи о свободных колебаниях трапсверсально-изотроппого 
сферического слоя, однако способ вычислений, примененный в этой рабо­
те и связанный с рекуррентным алгоритмом, по-видимому, невозможно 
применить для задачи о вынужденных колебаниях.

Подставим сначала разложения (13) в граничные условия (12). В ре­
зультате получим четыре уравнения относительно 2(Л/,+1) неизвестных 
коэффициентов а,„, Ьт :

« о  +  subo 4~ S (im ( e im  4 - (1  4 "  £ i )  $12^ 8™ *) 4 -  bmsnEim  = -------— — к— -— —— »
“  ^Ci3m=1 

Mi
(14)

Й0 +  Siifeo +  У  dm ((— £i ) m +  (1 — £i) Sum (— Ei)"1' 1 +  6ms „ (— £ i)m  =  0;
m—l

Mi
cio — bo -I- y \  am 8im +  bm (m — 1 +  m/6i) e™ =  0;

m =l

«0 — bo +  JT  am (— Ei)m -!- bm (in — 1 — mfa)  (— ei)m =  0.
m.

Здесь Ei=h/2R.
Остальные уравнения можно получить, подставив разложения (13) в 

уравнения (10) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях е:
(iq-iVL+aq-tiVL+a^L+q (q+1) +s2) +а<гИ2 (д+1) 2 4- 

+«7+2 (q+2) (<?+1) +bq {qsk+Ss) +bq+i (q+1) $4= 0;

b4-2\XT2+b(l- [2\iTZ+bQ(\xTz+q{q+l)+s-l)+bt/+i2(q+ l)2+ 
+ bq+2(q+2) (<7+l)+a(/(g.994-5,o)+tt</+1 (g4-l)$y=0.

(I**
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Здесь ( /= 0 ,1 ,2 , . . . ,  (xL2= p M0>гЯ*/сад, |Ат2=р„со2Д7си -  квадраты волновых 
средних радиусов для продольной и сдвиговой воли соответственно, рас­
пространяющихся в направлении радиуса.

Необходимо использовать первые 2(Д/,+1)—4 уравнений (15), причем 
для <7= о  и 1 коэффициенты с отрицательными индексами следует считать 
равными пулю. Тогда совместно с уравнениями (14) образуется система 
2(ЛГ,+1) уравнений относительно коэффициентов ат, Ьт. Заметим, что 
минимальное количество уравнений даже для весьма тонкого слоя равно 
шести.

Таким образом, для топкого слоя должны быть использованы уравне­
ния (14) и два уравнения (15) при q=0.

Эти уравнения следует использовать для всех мод колебаний п¥=0. 
Для я= 0  систему уравнений можно получить, приравняв пулю смещения 
ив, а следовательно, и Vn. Тогда останется только первое уравнение (10) 
и два первых условия (12). Соответствующая система уравнений будет

До У , ада(еim +  (1 +  г ^ т е Г 1) =  -  +  ei);
т= 1

М,
а о +  ^  ат ((— гх)т +  (1 — еД sl2m (— ei)”1"1) = 0; (16)

m = l

aq-zVL+aq-i2\x,?Jraq(\iL*-1cs2+ q {q + \))+ a q+i2 {q + iy + a q+,.(q+2) ( g + 1) = 0 ,
q=0 , 1 , 2 , . . .

Достоинством полученных систем уравнений является их быстрая схо­
димость при небольших волновых толщинах оболочки, а также простота 
коэффициентов матрицы, в которые входят лишь элементарные операции 
и отсутствуют тригонометрические, а также специальные функции,» вы­
числение которых занимает на ЭВМ значительное время.

Для тонкой оболочки достаточно оставить в системе (16) три первых 
уравнения, т. е. принять М ,= 2, q=0. Приравняв определитель этой систе­
мы пулю, получим резонансное значение величины р Д  а из него — угло­
вую резонансную частоту для нулевой формы колебаний

T t V  V  + с“  ^  = ~ T t V '
2 Ei 
Рм (1— Vi) '

Для изотропной оболочки это выражение переходит в хорошо известную 
формулу

1 ,  Г  2£
Щ=-В~У Pm( I - v)  •

Для сферически-симметричного случая (тг=0) уравнения (10) решают­
ся аналитически. Первое уравнение системы (10) примет следующий вид:

W 0 . 2 d U 0 ,
dr2 h r dr '

где fcL3=o)VpM/c33 — волновое число для продольных волн, распространяю­
щихся вдоль радиуса. Сравнивая последнее уравнение с уравнением, 
определяющим сферические функции Бесселя

d-jq (ссг) 2 dfq(ctr)
дг2 г дг

— g(g +  1) 
г2 а 2 к  (аг)

находим, что решением будет функция UQ= jq(\x), где \x=kL3r, a q опреде­
ляется из уравнения s2= - q ( q + 1) или qi,2 = —|/2±У1/4—$2. При отсутствии 
потерь в среде s2 является вещественной величиной, причем s2<0. Следо­
вательно, имеются два значения qi>2, одно из которых положительно, 
а другое отрицательно. Таким образом, общее решение при гс=0 можно
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записать в виде Uo(r) =Ajq{ [kL2r)+Bjq2(kL3r) . Неизвестные коэффициенты 
Л и В определяются из первых двух граничных условий (12)

Uo , dU о
—  +  Si2 dr

Ро
r= P, 2 с

U0 0U о
-------1- -912

13 дг
о.

г=К

В результате получаем

РоЯ

где

U0( r ) =  ( —  <*22/(7, (,u) +  <hlhb (,U) ) / ( a l l fl22 —  <*12<*2l)i
*^13

<*ll= /g i ( p i  ) (Ц |)  Cl\2 — jq 2  (м-i) “̂ 5l2|ll/g2 ( P i ) »

<*2| = S j f j l  ( М 2 )  ~ b ~ S i i l l 2 ] q i r  ( ^ 2 )  ;  <*22 = = /« j2  (  M*2 )  + 1 2  JXz/qr2 ( Ц 2 )  J

Ц 2 = * / . з Я г ;  | Х | = Й ? ь з / ? 1 ;  М '= = А:1 -зГ •

(17)

Заметим, что при наличии в среде потерь комплексными величинами 
оказываются не только аргументы р.,, р2, р, но и индексы gt и </2.

Для изотропной среды s2= —2, g ,= l, </2= - 2. Поэтому решениями 
будут функции

/-а (I*) = ] / ' ^ Г  /-’/1 (**) =  - J  ( -  sin И — ^ - )  =
и

Ы и ) « | /  £  А ,  №  =  у  -  c o s  ц )  ,

т. е. сферические функции Бесселя и Неймана с индексом, равным единице.
Несмотря на то что выражение (17) представляет собой замкнутую 

форму решения, в вычислительном отношении оно вряд ли проще, чем 
система (16). Это связано с необходимостью вычисления сферических 
функций Бесселя дробного индекса (а для среды с потерями — функций 
комплексного индекса от комплексного аргумента) с использованием 
интегральных представлений этих функций.
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