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Получены выражения для воллоиодной части поля и поля в зоне аку­
стической тени точечного источника, расположенного над абсолютно 
твердой или мягкой поверхностью, при линейных профилях скорости 
звука и скорости среднего потока. Исследована зависимость этих нолей 
от параметров задачи.

Давно известно (см., например, [1]), что в атмосфере с неоднородным 
по высоте ветром в направлении но ветру распространение звука может 
иметь волноводный характер, а в направлении против ветра, начиная с 
некоторого горизонтального расстояния, образуется зона акустической 
тени. Однако только в появившихся недавно работах [2, 3] проводились 
вычисления волноводной части поля и поля в зоне акустической тени 
точечного источника в движущейся атмосфере. В этих работах предпола­
галось, что температура не изменяется с высотой. Но уже давно экспери­
ментально установлено [4, 5], что на распространении звука вблизи по­
верхности земли существенное влияние оказывает как стратификация 
скорости ветра, так и стратификация температуры. В настоящей работе 
на примере линейных профилей температуры п скорости ветра теорети­
чески рассмотрено совместное влияние стратификаций температуры и ско­
рости ветра па волноводную часть ноля и иоле в зоне акустической тени 
для точечного источника, расположенного над поверхностью земли. Отме­
тим, что полученные в работе формулы и уравнения справедливы при 
описании звукового поля пе только в атмосфере, но и в любой стратифи­
цированной движущейся среде, например в океане при наличии течений.

Прежде всего получим общие формулы для дискретного спектра точеч­
ного источника в стратифицированной движущейся среде. Из [3] следует, 
что звуковое поле точечного источника имеет вид

/)(Г, z) =  (p/p1) ,,!(l+ivV/(o) } ) d 2xexp(ixT)p{y.,z),  (1)

где г — горизонтальные координаты, z — вертикальная координата, вдоль 
которой изменяются средние характеристики среды, такие, как плотность 
p(z), скорость ветра v(z), скорость звука c(z), pi=p(z,), где zt — высота 
источника над поверхностью земли, которая совпадает с плоскостью z=0, 
V=<9/dr, о — частота, х  — горизонтальная составляющая волнового векто­
ра, р — спектральная плотность звукового давления, подчиняющаяся по­
лученному в [3] одномерному уравнению Гельмгольца. Обозначим в (I) 
двумерный интеграл по х  через /;0(г, z) . Переходя в этом интеграле к 
полярным координатам, получим

оо л

/;„ (г, i|), z) =  z  dv, j  d (р ехр ( Ы г  cos (ср—ф )) р(у.2, у. cos cp, z ) , (2)
П —Я

где ф — угол между векторами г и v, ср —угол между векторами х  и v, 
причем |i|:|<rc, |ср|<я. В (2) учли, что р зависит от х  и ср посредством х2 
п xcoscp (см. [3]). При условии хг>1 иптеграл по ср можно вычислить 
методом стационарной фазы. При этом р0 представляется в виде суммы
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двух интегралов но х, которые можно объединить в один:
ск>

р0=  J (2лх/г) ъ exp(ixr—in/4)p(xz, xcos-ф, z)dx.  (3)
—  со

Здесь х ,а= \ х \ ъ нри х> 0 , х и= \ х \ 11,еып при х<0.
Будем вычислять интеграл (3), замыкая контур интегрирования полу­

окружностью L радпуса RL->-°° в верхней полуплоскости комплексных 
значений x = x '+ ix // (см. фиг. 1). Вычеты в полюсах функции р, лежащих

Фиг. 1. Комплексная плоскость x = x '+ ix " . Разрезы 1, 2, 3 выделяют со­
ответственно регулярные ветви степенных функций к7* и / /= [ т |(х -£ )]_,д 
при cosi|)>0 и cos^xO. Угол p=2/c2//ci. Точками обозначены полюса р . 

Стрелками отмечено направление обхода контуров при интегрировании

ъ верхней полуплоскости х, дадут дискретный спектр звукового поля то­
чечного источника в стратифицированной движущейся среде:

(p/pi)Va (1+tvV/o)) ^  (2лх„/г) 4‘ exp (ix„r—
91

—m/4)Res p(x„2, x„cosi|)f z). (4)

При v=0 функция p  не зависит от ф и формулы (3), (4) переходят в 
формулы для звукового давления, известные в акустике неподвижной 
среды [6].

Дальнейшее рассмотрение дискретного спектра проведем на примере 
точечного источника, расположенного над поверхностью абсолютно твер­
дой земли, при линейных профилях температуры T ( z ) = T 0+ t z / a  и скоро­
сти ветра y (z)=Xqz/I) (вектор v лежит в горизонтальной плоскости). Для 
такой стратификации в работе [7] с точностью до членов порядка 
=max(i?/c, |77Г0- 1 |) < 1  получены следующие выражения для спектраль­
ной плотности звукового давления:

p=AL(x) Н [В1(х^ А /  (х0) —A i(xr) В' i(x0)] /А' i(x0) при z^z,,
(5)

p = A i(x{) H[Bi(x)A'i(x0) — Ai(x )В ' i(x0)] /Л'i(x0) прп z^z,.
И (5) Ai  и Ri функции Эйри, A'i  и B'i — их производные, x=(zH~3—Ar+ 
+ х 2) //2, xQ= x (z= 0), x l= x(z= z l), к — волновое число в свободном про­
странстве, # (х , ф) =  [т)(х-£;) ]~'и, где г)=2/с21>0cosф/cob, £=-*co6/ 
l2T0av0cos\\\ При этом Н=\Н\  при / / 3>0, # = |// |ех р (ш /3 ) при / /3<0. 
Формулы (5) сохраняют свой вид и для спектральной плотности звукового 
давления точечного источника, расположенного в океане па расстоянии z t 
от абсолютно неподатливого дна, при линейных профилях скорости звука 
и скорости течения, если только t/T0a заменить на 2c0~ldcldz, где с0= 
= c (z = 0). Если же рассматривается звуковое поле вблизи поверхности
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воды, которую можно считать абсолютно мягкой поверхностью, то кроме* 
этой замены в (5) надо опустить знаки производных у функций Эйри.

При выводе выражения (4) для дискретного спектра предполагалось, 
что р не имеет полюсов при действительных значениях х. В то же время 
из (5) следует, что р  имеет полюса первого порядка при A'i(x0)=0, т. е. 
при некоторых действительных значениях х. Поэтому воспользуемся прин­
ципом предельного поглощения и положим k = k i+ik2, где /с2-**0+0. В этом 
случае при действительных х argSo^n и A'i(x0) ^ 0.

В выражении (4) необходимо выделить регулярные ветви аналитиче­
ских функций в верхней полуплоскости х, где х "  >0. При х"  > 0  регуляр­
ная ветвь стспеиной функции х'/а в (4) выделяется значениями х 2 на 
действительной оси и разрезом, лежащим в соответствии с этими значе­
ниями при х " < 0 (фиг. 1). Точное положение разрезов при х " < 0 несу­
щественно, поскольку оно не влияет на значения соответствующих сте­
пенных функций при х"> 0 . Так как функции Эйри являются целыми 
функциями, то для выделения регулярной ветви р  достаточно выделить 
регулярную ветвь степенной функции П=[\](х—£ )]“ ’, которая входит в 
числитель (5) и в аргументы функций Эйри этого выражения. При х " > 0  
регулярные ветви степеппой функции 11 выделяются значениями этой 
функции при действительной оси (см. определение 11) и разрезами, лежа­
щими в соответствии с этими значениями при cos \р>0 в верхней полу­
плоскости х, а при cos ф<0 — в нижней полуплоскости х (см. фиг. 1). 
Точное положение разреза 2 выбирается из условия ограниченности 
/3(х~, х cos i|), z) в верхней полуплоскости х при z-»*00.

Из (5) следует, что полюса функции р определяются из условия 
A ' i (xо)=0, которое приводит к дисперсионному уравнению для нахожде­
ния х„:

хп2= * 2(1-г/п/*2Я2(хя, я|>)), лг=1,2,3 . . .  .• (6)
В (6) уп — последовательные нули A'i (x0), у i= l,02, уг= 3 ,25 ... Для абсо­
лютно мягкой поверхности полюса находятся из условия Л / ( д : о ) = 0 .  Э т о  

условие приводит к  дисиерсионпому уравнению, совпадающему с урав­
нением (0), если в нем уп заменить на уп, где —{/„ — последовательные 
нули Ai{xQ), //,=2,34, у2= 4 ,09 ... Вычисляя в (4) вычеты функции р  в 
точках х п, получим выражение для дискретного спектра точечного источ­
ника при линейных профилях Т и v:

со

р = Р«=  От (р /р  I) 1,1 (1 ■+ iV V /со)
7/;

Е (2/яу.„г) exp w/4) A i (х (%„)) A i (ж, (х„))
(~7\

[ 1+ (к2-у.„2) /3 (х„-£) х„ ] Н (хп, ф) у «АН (-?/,,)
it —  а

В (7) /?„ — звуковое давление нормальной волны номера п. Для абсолютно 
мягкой поверхности выражение для дискретного спектра совпадает с (7). 
если уп заменить па {/„, а произведение y nA2i(—yn) в знаменателе заме­
нить на (A'i(—уп) ) 2-

При |х„ |»тах (& ,, |£ |) уравнение (6) удается решить аналитически. 
После этого, используя асимптотические выражения для функций Эйри 
при больших значениях аргументов, можно показать, что ряд (7) сходится 
абсолютно. Уравнение (6) удается решить и при |х„|«/с,. Отметим, что 
именно такие значения имеют горизонтальные волновые числа в атмосфер­
ных волноводах с реальными профилями Т и v (если х„</с,, то точка 
поворота звуковых лучей находится па высотах, где v/c0, \Т/ТЬ—1 |> 1 ). 
Из (6) следует, что |х*|«& , при уп/\кН\2< \ .  Извлекая квадратный корень 
из обеих частей уравнения (6) и ограничиваясь членами порядка уп/\кН\2у 
получим х „-± Л (1 —Уп/2к2Н (к Пу \|*)). При k = k t+ik2 полюса х„ лежат в 
верхней полуплоскости только для верхнего зпака в последнем уравнении. 
Будем решать это уравнение последовательными итерациями. Первая ите­
рация приводит к формуле

к п= к ( 1 - у п/2к2Н2(к, * ) ) , 71= 1 ,2 ,3 ..., (8).
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где I I ( к ,  i|) )= # (х = /с ,  if). Последующие итерации мало изменяют х п, если 
# (х « , if) мало изменяется при переходе от одпого полюса к другому, что 
выполняется при условии y j \ k / / ( k l, if) |2< 2 |^ /Л 1—1|. Объедипяя это нера­
венство с неравенством #„/|Л ://|2< 1 , получим границы применимости фор­
мулы (8):

y J \ k H ( k u i f ) |2« m i n ( l , 2 1 ^ - 1 1 ) .  (9)

Отметим, что при выполнении неравенств (9) в выражении (7) можно 
считать Я (х „ , г|) )=Н (к,  if) , а квадратную скобку в знаменателе правой 
части (7) заменить единицей. Из (8) следует, что горизонтальные волно­
вые числа х п при волноводном распространении, когда // *>(), лежат вбли­
зи действительной оси (при Л*2= 0  — на действительной оси), а при анти- 
jbo л ново дном распространении, когда / / 3< 0 , они лежат па прямой a rg (x — 
—/fci) = л /3  (см. фиг. 1).

Фиг. 2. Диаграммы направленности |pn(if) | при п=  1,2. z—0, d=0,5 и 
zi///=0,91, D = i  (я), zj///=3,8, 0 = 4  (б). Штриховыми прямыми отмече­
но направление максимумов диаграмм направленности: if max=105° (я),

l f m a x = 8 9 °  И  l f m a x = H 7 °  ( б )

Рассмотрим на ос новации (7) зависимость амплитуд |/;„| нормальных 
воли от г, 2 , z, и if при волноводном распространении звука. Д ля простоты 
пренебрежем в | />„| членами, имеющими порядок р. Тогда из (7) следует, 
что зависимость |/;„| от горизонтального расстояния дается сомножите­
лем r~'h. Зависимости \рп\ от 2 и 2 , имеют схожий характер и определяются 
функциями Эйри A i \ z j l l ( k ,  if) —*/„) и A i ( z /H ( k ,  i|' ) —у п). Пусть теперь 
г, Zi= coiisL и для простоты z=(). Тогда с рассматриваемой точностью за­
висимость |/?п| от if имеет вид

|р«(Ю  \ - D \ A H z J H i k ,  if) - у п) Н ( к у 0 ) lynA i ( - y n) I I ( k ,  if) |, (10)

где //(/с, 0)= //( /с ,  if= 0 ) , D — безразмерная постоянная, независящая от if. 
В (10) Н (к, 0)/1/ (к, \ f ) = [  (d+cos ij:)/ (с/+1) ]'А, где d=tc0b/2r/ \ a v 0 — отноше­
ние градиентов скорости звука и скорости ветра. Па фиг. 2 в полярных 
координатах изображена зависимость амплитуд первой и второй нормаль­
ных волн от if. На этой фигуре с/=0,5, так что волноводное распростране­
ние имеет место при 0< if< 120°. Па фиг. 2 |/;п=1| монотонно уменьшается 
при увеличении угла if. Остальные нормальные волны имеют максимумы 
при углах ifmax^O. Это объясняется тем, что при увеличении if функция 
A i ( z J H  (к,  i f )— уп) в (10) может возрастать быстрее, чем //(/с, if).

Рассмотрим, наконец, дискретный спектр звукового поля при антивол- 
новодиом распространении, когда Н = \И \  ехр(/л /3 ). Представим я ( х п) и 
.г,(х„) в виде x = { z jH )  (1—?/n///z ) , x {= ( z J I I )  ( i —y nII/zx). Пусть выполня­
ются неравенства z , / | / / | ,  z / \ H \ > y n. В этом случае \х\, |.г ,|> 1 , агg x ,  х {Фп.  
Заменяя в (7) функции Эйри их асимптотическими представлениями при 
больших значениях аргументов и подставляя в экспоненту в правой ча­
сти (7) значение х„ по формуле (8 ), получим представление звукового 
поля в виде суммы квазимод:

/>=(1/4) (p /pO M l+ivV /to)!!, (2 /nxnf) '1' ( z z , ) | II (к,  if) | ~ъуп~'-



-4i-2(-£/„)exp( i k r + i - ^ -  (z*+z,'/!) ) /  \ H  (к , ф) 7 : •

+Ы/12+ ( i - 3 ‘h) уn(r-r7)/4к \ II(к, ф) |2) ,  ( И )

где rT= 2 k ( z h+ z l'h) |Я (/с, г|;) | 3/2 — горизонтальное расстояние до зоны акусти­
ческой тени. Д ля абсолютно мягкой поверхности у п надо заменить на у пг 
a  y,~lA~2i(—у п) — па (A ' i (—y n) )~2. В зоне акустической тени, где г—гт> 0 , 
квазимоды экспоненциально затухают при увеличении /*. В этом случае 
на достаточно большом расстоянии от границы акустической тени уже 
первое слагаемое ряда (11) достаточно хорошо аппроксимирует звуковое 
ноле. Длина затухания первой квазимоды равна 2у2()к\Н (к, \|)) |2 и моно­
тонно уменьшается при увеличении |ф |. Поскольку гт такж е монотонно 
убывает при возрастании |\р|, то в зоне акустической тени, как и следо­
вало ожидать, при фиксированных 2 , z if г амплитуда звукового давления 
уменьшается при увеличении |4 '|.

Отметим, что при v = 0  полученные в работе выражения для дискрет­
ного спектра переходят в известные (см. | 6, 8 ]) выражения для дискрет­
ного спектра звукового поля точечного источника, расположенного над 
абсолютно твердой или мягкой поверхностью, при линейном профиле ско­
рости звука.

В заключение работы оценим интеграл /  по берегам разреза 2 (см. 
фиг. 1). Предварительно отметим, что интеграл по бесконечно удаленной 
полуокружности L  равен нулю. Поэтому звуковое поле р представимо В 
виде суммы дискретного спектра (7) и интеграла /. Из формул (1), (8) 
следует, что

/ = ( р / р * Г а
-  \\

где интегрирование осуществляется по герхнему берегу Г+ разреза 2 от 
точки £ до бесконечно удаленной точки, р + и /)_ — значения р  на верхнем 
и нижнем берегах разреза. Используя формулу (5 ), можно показать, что

( l  (2 л х / г ) ъ ех р (1у,г—Ы / 4 )  (р+—р - ) с Ы , (12)

Р + - Р -  =
—iI I [B i (x i) A ' i ( x 0) —A i ( x l) B , i (x0) ] [ B i ( x ) A ' i ( x 0) —A i ( x ) B ' i ( x 0) ]

A ' i ( x 0) [ A ' i ( x 0) + i B ' i ( x 0) ]

где значения аналитических функций //, х, х () берутся на верхнем бе­
регу разреза.

При вычислении /  можно считать, что к 2= 0, т. е. что па фиг. I угол (3=0. 
В этом случае / / ”3= г ) (х —£ )< 0 . Напомним, что i)> 0 , так как разрез лежит 
в верхней полуплоскости х только при cosi|)>0. Аргумент функции 
x = —q 4 Iz зависит от знака qz. Уравнение q2= 0 с точностью до членов по­
рядка ц имеет два корня: х,=А ;(1—zt/2aT0—zi;0 cos ф/fcco), x 2= —/t*(l— 
—ztl2aT0+ z v 0 cos \\>lbc0) . При x 2< x < x ,  величина <у2> 0 , а при x> X i или 
x < x 2 величина q2< 0. Таким образом, область интегрирования в (12) 
всегда содержит интервал, где q2< 0, а при £ > х 2 содержит также интервал, 
где г/2> 0 . При интегрировании но первому интервалу можно показать, 
что /  асимптотически равно нулю. При вычислении интеграла /  но интер­
валу, где q2> 0, воспользовавшись асимптотическими значениями функ­
ций Эйри при больших (по модулю) значениях аргументов, из (12) и
(13) получим: >

/= ( p /p , ) ' ,'( l+ iv V /c o ) ^ - j ' d‘/.(2ny./r)'/l{qq,)-'l!-
2 л ,.>о

~ "  1

•ехр(гхг—щ /4) [ e x p . ( i ( J +  j )  qdz  j + e x p ( i j  gtZz)
0 0

z z,

+  exp( -  j j  q d z )  +  exp (  -  i (  J  +  J  )  q dz ) ] .
0 0
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При вычислении интеграла в (14) воспользуемся методом стационар­
ной фазы. Фазу каждого из четырех слагаемых в (14) можно представить 
в виде

Если уравнение дЧг/дх=0  имеет решение, то можно показать, что в точку 
наблюдения ( г ,  z) приходит звуковой луч (или два звуковых луча), испы­
тавший не более одного акта отражения от поверхности земли. Поэтому I  
представляет собой звуковое поле в озвученной области пространства при 
.антиволноводном распространении, которое подробно рассматривалось в
[7] (см. формулы (И ) —(15) этой работы). Если же уравнение дЧг/дх=() 
не имеет решения, то /  представляет собой это же звуковое поле, но ди­
фрагированное в ту область пространства, где реализуется волноводное 
распространение. При dWjdx^O  и r»z , z, из (14) следует, что |/ |  =  
=  (p/pi) ,2(1 — £vcos г|з/со) (£/2лг{д(£;)д,(£;)),/г. Можно показать, что |/ |  мало 
по сравнению с амплитудой первой нормальной волны в волноводе, начи­
ная с горизонтальных расстояний г»й/4я, где d — горизонтальное расстоя­
ние, проходимое звуковым лунем, соответствующим первой нормальной 
волне, от поверхности земли до точки поворота.

Автор благодарит В. И. Татарского за внимание к работе.
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