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К ВОПРОСУ О ПОТОКЕ ЭНЕРГИИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ 
КАНАЛЕ С ПОДАТЛИВЫМИ СТЕНКАМИ ПРИ НАЛИЧИИ

ДВИЖЕНИЯ ВОЗДУХА

Соболев А .Ф .

Получеио выражение для среднего иотока акустической энергии в 
облицованном цилиндрическом капале при наличии движения среды с 
учетом дополнительного потока энергии вдоль бесконечно тонкого погра­
ничного слоя. Дополнительный поток энергии существен па низких ча­
стотах, когда моды неоднородны, и песуществеп на высоких частотах, 
когда моды хорошо распространяющиеся.

К настоящему времени существует достаточно много работ, посвя­
щенных вопросу определения плотности акустической энергии и плот­
ности потока акустической энергии в движущейся среде. Впервые выра­
жения для плотности Е и потока акустической энергии W в безвихревом 
в изоэнтропийном потоке в отсутствие границ были получены Блохии- 
цевым Д. И. [I]  в приближении геометрической акустики и Черно­
вым Л. А. [2]:
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где p — акустическое давление, v — акустическая скорость, c0 — скорость 
звука, р0 — плотность воздуха в невозмущенном состоянии. Эти величины 
удовлетворяют закону сохранения энергии

дЕ
— -  +  div W =0. (3)at

Своего рода альтернативой (1), (2) являются выражения для плот­
ности и потока энергии, полученные в работе [3]:

которые также удовлетворяют закону сохранения энергии (3). В работах 
[4, 5] показывается, что выражения (4), (5) менее общие, чем (1), (2), 
в частности, на том основании, что они не переходят в уравнения Бло- 
хинцева в случае геометрической акустики, а также не применимы при 
вычислении потока энергии через границу двух сред с тангенциальным 
разрывом скорости. Представляет интерес работа [6], где установлена 
определенная связь между выражениями (1) и (-'i), которая заключается 
в том, что из обоих выражений для плотности энергии можно получить 
путем использования соответствующих вариационных принципов конвек­
тивное волновое уравнение.

В работах [7, 8] соотношения (1) —(3) были использованы для ана­
лиза передачи энергии в плоском канале со звукопоглощающими стопка­
ми при наличии потока воздуха. Учет поглощения приводит к нарушению 
принципа сохранения, т. е, к ситуации, аналогичной той, которая воз­
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никла ранее [5] при использовании выражения (5) для вычислении 
потока энергии через границу двух сред с тангенциальным разрывом 
скорости, но без учета поглощения. Это проявляется в том, что поток 
энергии, падающий на стенку, не равен потоку энергии, поглощенному 
стенкой. Кроме того, в работе [7] показывается, что в случае неоднород­
ных мод поток энергии по направлению к стенке почти всегда отрицателен,
т. е. направлен от стенки, при этом направление потока энергии вдоль 
оси канала противоположно направлению, в котором волна затухает, хотя 
в целом баланс энергии соблюдается. Данный факт был использован этим 
автором в качестве подтверждения высказанного им предположения в ра­
боте [9] о возможности существования неустойчивости в канале с пассив­
ным импедансом при наличии однородного потока, даже сколь угодно 
малого.

В данной работе исследуется возможность корректного использования 
системы уравнений (1) — (3) (более общей по сравнению с (3) —(5) 
согласно работе [5]) в цилиндрическом канале со звукопоглощающими 
стенками при наличии однородного по сечению канала потока воздуха.

Модель однородного потока в канале предполагает наличие бесконеч­
но тонкого слоя вблизи стенки, в котором скорость потока скачком умень­
шается до нуля. Чтобы учесть влияние этого слоя, нужно применить 
закон сохранения энергии к системе «среда плюс поглощающие стенки» 
с использованием условия непрерывности полной нормальной скорости 
на границе.

В настоящей работе получено выражение для потока энергии в обли­
цованном канале, которое является обобщением выражения (2) (без­
условно, справедливого в однородном потоке в отсутствие поглощающих 
границ) на случай импедапсных границ, параллельных основному потоку. 
При выводе используется то обстоятельство, что вблизи мягкой границы 
поток, следуя колебательным движениям границы, не является строго 
параллельным оси канала, а имеет составляющую, направленную к гра­
нице, изменяющуюся с частотой падающей волны.

Рассмотрим участок цилиндрического канала длиной от 0 до z. Пусть 
под действием падающего давления p=p0e~i*t стенка совершает колеба­
ния, уравнение для которых имеет вид *

Ац+Вц+Сх\ =  р0е~ 1,

где i](z, 0, £)—смещение поверхности относительно среднего положения, 
А , В , С — соответственно присоединенная масса, сопротивление и сжи­
маемость, приходящиеся па единицу площади поверхности, ( • )—означает 
дифференцирование по времени.

Колебаниям (0) соответствует энергия на единицу площади поверх­
ности, равная сумме кинетической энергии движения присоединенной 
массы и потенциальной энергии упругости Е = (А ц 2/2) + (Сц212). Суммар­
ная энергия в выделенном участке цилиндрического канала равна

p o ( v , v )
+ +

(Vo ,V)P
2 ]dx +  |  (

вбок

т —объем выделенного участка канала, £бок ~  площадь боковой поверх­
ности. Найдем, чему равно пзменепие энергии в единицу времени:

дЕз
д%

(V0, v) —-  dx +
с0- dt ' I

s 6ou

Для преобразования этого соотношения воспользуемся линеаризирован-
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ными уравнениями гидродинамики:

U  др
dt )V0V/> ) +  PoVv=0,

д \
~dt

+ (V„V)v
po

Vp=0.

Подставим эти соотношения в выражение (7) и проведем преобразование 
объемного интеграла в поверхностный:
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Здесь S  — поверхность всего выделенного объема. Поскольку предпола­
гается, что процесс установившийся и гармонический, то усреднение по 
периоду колебания дает dEsldt=0. В результате выражение (8) прини­
мает следующий вид:
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s, о 0 о 0
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(9)

— осевая и нормальная к границе компоненты акустической скорости. 
Легко показать, что

г 2 л 2 л

Уйа j  J (раУгНп+/>т)г )^0 dz=V0a 1 л (р+ро^0Уг) 10г с70.
0 0 о

В этом случае уравнение для баланса энергии (9) можно переписать 
е виде

N ( z ) - N (  0) =  

Г

г 2л
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N (z)=  ) Wz(z)dS+V0a J л (г) [/»(z) +  PoT̂ ô z(z) ]cZG. (И )
S 0 О

Выражение (11) является естественной модификацией выражения Бло- 
хинцева — Чернова для потока энергии в цилиндрическом канале при на­
личии податливых границ, параллельных основному потоку. Второе сла­
гаемое в (11) можно интерпретировать, как дополнительный поток энер­
гии, который «ползет» вдоль импедансиой границы. Когда стенка абсолют­
но жесткая или когда воздушный поток равен нулю, дополнительный 
поток энергии исчезает. Из (10) следует, что для модифицированного

потока энергии (а не для \ w zdS) выполняется обычный закон сохранен

ния акустической энергии, а именно разность потоков энергии (11) па 
торцевых поверхностях равна энергии, поглощаемой стенками канала. 
Как нетрудно видеть из (10), поток энергии через заданное сечение опре­
деляется с точностью до произвольной постоянной. Из (10) следует, что 
если В > 0 (пассивный импеданс), модифицированный поток энергии за­
тухает в направлении своего распространения, а это означает отсутствие 
неустойчивости в таком канале. Это подтверждают рассмотренные ниже 
примеры распространения отдельных мод в цилиндрическом капале при 
М <  1. Следует отметить, что такой вывод справедлив только в том случае, 
если не учитывается влияние пограничного слоя, а также влияние потока 
на импеданс (преобразование пассивного импеданса в активный). В слу­
чае когда требуется оценка затухания или разности потоков энергии в

501



двух сечениях канала, знать произвольную постоянную нет необходи­
мости. Действительно, так как затухание акустической энергии на еди­
ницу длины определяется производной dN/dz, из выражения (9) можно 
получить

2л

dN/dz=—B j aij* d0. (12)
•  О

Аналогично из выражений (9) и (11) следует
гг 2л

N (z2) — N(z ,) =  — В  j j arf dQ dz.
Z .  О

Определим вклад в поток энергии каждого из двух слагаемых (11) в 
конкретном случае распространения отдельных мод в цилиндрическом 
канале. Пусть распространяется волна, в которой давление ртп=  
—AmnJm (umnr) e№m"z+im0~‘"'‘, где | т„ и х», определяются из следующей си­
стемы уравнений [10]:

y.mJJ (у.тПа) =  Иф ( 1 - М  ) Jm (у.т„а),

(13)

Smn
—Мк + sign (z) 1 к2—Ктп( 1—М')

1 - М 2
Jm(KmnCi)— функция Бесселя порядка т , ( ' ) - означает дифференцирова­
ние по аргументу, $=poC0vn/p — проводимость стенки, M=V0/c0, /с=со/с0 — 
волновое число.

Выразим осевую и радиальную компоненты акустической скорости 
через давление и его производную с помощью уравнения движения

^ р !
Уг =  £шгеРтп/[ро('0 (^  ^ ^ > и ) I > V n =  t г j  [ Ро̂ -О (& ) ] •дг

Выражение для смещения р также находим в виде
р = р 0е‘,'(5тПг+т0_ш()

(14)

(15)
Воспользуемся соотношением v„\г=,а=дг\1д1+ V0dr\/dz=—гоэр+Мс0р /, тогда 
с учетом (13) —(15) получим

П =
dPm Jdr

Ро саг(к-М%тпг)2 : Л* =
/ w ( a ) P I т п

Ар0с02
Для определения потока энергии по формуле (11) надо подставить дейст­
вительные выражения для давления, скорости и смещения в эту формулу 
и усреднит!» по периоду колебания. В результате после необходимого 
интегрирования получим

iVpcA | А тп | | ̂ m(Xmnfl)
ла* i - M l mJ k \

e x p (-2 Im £ mnz)X

X i  _  * Д Н е [ р ( 1 - Л Г и /* ) 2] R l /  ,, _  >W 2d - M 2){ 2 Re Im /с1

(16)

Рассмотрим предельный случай формулы (16) при Re в непод­
вижной среде (М=0). Предположим, что в случае реактивного адмитанса 
корни системы уравнений (13) известны. Положим y.rr.n=vm„, где vmn — 
определяется из уравнения xm„aJm' (хтпа)/Jm(xmna) = —ка Im p. Наличие 
малой действительной добавки в адмитансе приводит к появлению соот-
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Фиг. 1. Частотная зависимость потока энергии моды (0,3) в 
цилиндрическом канале: 1 -  первый член в формуле (10), 
2 -второй член и формуле (16), 3 -  сумма этих членов; а -

М=0,4, б -  Л/= —0,4

ветстнующих добавок к vw„, т. е. x„m= vmn+em„. Подставим это выраже­
ние в (13), тогда после разложения по формуле Тейлора и сохранения 
первых степеней но ет„ получим

8m n=-^’ Re р {ка Im ^)2 \  I
(vmna y  И  '

В результате выражение для потока энергии в рассматриваемом предель­
ном случае имеет вид

A W (
па2 l^mnj |*̂ 7n(‘Vmn )̂ ( * -

тг (ка Im (1)
vm,2a2

+
(vmna) ) R e]/ 1 - V-mn

Анализ формулы (16) показывает, что при хорошо распространяющихся
мод, для которых выполняется условие |хшп|У1—М2<к,  первый член в 
фигурных скобках преобладает, следовательно, направление распростра­
нения энергии определяется величиной под знаком корня, однако для 
неоднородных волн ( |х т«| У1-М2>к)  существенным становится второй 
член, который и определяет направление распространения акустической 
энергии.

Как видно из фиг. 1, на низких частотах, когда мода неоднородна, 
поток энергии, соответствующий первому члену, отрицателен, а поток 
энергии, соответствующий второму члену, и суммарный поток положи­
тельны. На высоких частотах, когда мода хорошо распространяется, 
поток энергии определяется первым членом в (16).

Таким образом, поток энергии вдоль пограничного слоя существен на 
низких частотах, когда моды неоднородны и несуществен на высоких 
частотах, когда моды однородны.

Затухание на единицу длины можно определять по формуле, полу­
чаемой из (12):

=  |/m(xmna ) |2M mn|2exp ( - 2 Im l mn2). (17)

Из сравнения (17) с производной по z выражения (16) следует связь 
между проводимостью и корнями характеристического уравнения

R р Im £,тпа Г ftgR e[p(l—M U J k y ]  т /  х„»(1—М*)
|1—M \mJ k \ 2 I 2 Re кппа Im %тпа ' /с2

, м п  Г ... l - ^ U / *  1 \
+  М М * '  ка 1 1 •

которая превращается в тождество при М-+ 0, Re [}-*■(), (Re £m„ 1ш £mn)/
/  (  R e  X m n  I % m n  ) ~  1  •
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Фиг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Зависимость потока энергии вдоль пограничного слоя от действительной ча­

сти угла падения при Im g=0,1 к: 1 -  Л/=0,2, 2 -  М=+0,4
Фиг. 3. Зависимость потока энергии от действительной части угла падении при 
1 т  £=0,1 к: 1 —Л /=0,2, 2 - М —0,4; а - н а д  пограничным слоем, б -  под пограничным

слоем

Из выражения (17) следует, что поток акустической энергии по на­
правлению к стенке фактически определяется действительной частью 
проводимости Вид формулы (17) дает основание полагать, что выра­
жение (16) для потока энергии можно использовать н it случае импедан­
са, зависящего от уровпя звукового давления.

Аналогичная ситуация возникает при падении плоской волпы на 
границу раздела двух сред, движущихся с постоянными, по различными 
скоростями, при учете поглощения. Если толщина пограничного слоя 
много меньше длины падающей волны, пограничный слой можно заме­
нить тангенциальным разрывом скорости.

Предположим, что граница у== 0 разделяет две области. В первой об­
ласти (у > 0) существует однородный воздушный поток, направленный в 
положительном направлении оси z. Вторая область ( у < 0) предполагает­
ся покоящейся. Для простоты также предполагается, что нлотности и ско­
рости звука в обеих средах одинаковы.

Пусть на границу раздела из первой среды падает волна с гармониче­
ской зависимостью от времени (~ехр(—гсоО) Pi=A exp(igz—iny). Поле в 
первой и второй средах соответственно равно p = A [ e x [ ) ( i t >z—i xy ) - { -  
+/? exp( i % z + i x y )  ], pi=A T  exp(ig,z-ix.,p), где

к cos 0 к sin 0 _  k t  sin2 0+Af2 cos2 0
1+71/cos 0 H 1+71/ cos 0 ’ Xl l+A/cos0

0 —угол между волновым вектором и положительной осью z, /{ — коэффи­
циент отражения, Т — коэффициент прохождения, индекс 1 относится ко 
второй среде. Если есть затухание в среде, величины I  и G комплексны, 
т. е. £= R e£+ iIm £ , 0=ReO+/'ImO. При составлении баланса энергии для 
единичного объема, содержащего поверхность раздела, в выражении для 
потока энергии возникает дополнительный член, равный разности потоков 
энергии по нормали к поверхности в первой и во второй средах. В соот­
ветствии с (2) ноток энергии по нормали к поверхности на единицу пло­
щади равеп в первой среде A=pi;n+p0l7o^n,_Bo второй среде N {= p v n{. 
Разность потоков энергии ATV равна А1\ = р 0Уои2ии+рцг' и имеет точно та­
кой же вид, как в выражении (9). Подставив выражения для скорости и 
смещения, легко можно получить

(18)

Выражение (18) можно трактовать как поток энергии вдоль пограничного 
слоя. При М= 0 или Im £=0 (отсутствует затухапие) ДА=0.

Поток энергии вдоль пограничного слоя (фиг. 2) максимален, когда

AN=M
\ A \ 2lm le - 2  Im

p0Co | к -
Im {(1— |7?|a+2t 1 т Д )х ‘ 

к - М £ }
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волновой вектор направлен но потоку воздуха. Направление потока энер­
гии совпадает с направлением проекции волнового вектора на ось z при 
O=^Re0<jt/2 или при arccos(—М) =^Rc 0<я. Характерным является воз­
никновение локального максимума, когда волновой вектор составляет угол 
Re (0)=arccos (—1/(1+М )) с направлением потока воздуха. Это, в общем, 
соответствует характеру зависимости потока энергии непосредственно над 
пограничным слоем (фиг. 3), хотя уровни звуковой энергии здесь выше 
во всем диапазоне углов.
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