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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ПРИ УСКОРЕННОМ ДВИЖЕНИИ
ТВЕРДОЙ СФЕРЫ

Г о м и л к о  А . М . 9 М е л е ш к о  В .  В.

Проведен анализ движения твердой сферы в акустической среде и 
характеристик звукового поля при действии на сферу постоянной внеш­
ней силы в течение конечного промежутка времени.

Задача определения характеристик звукового поля, обусловленного из­
менением скорости прямолинейного движения твердого тела в сжимаемой 
идеальной жидкости, относится к числу классических задач акустики. 
Первое исследование в этой области принадлежит Кирхгофу [ 1 j , который 
определил акустический потенциал скорости в безграничной среде для 
случая твердой сферы с известным законом изменения скорости ее цент­
ра. Последующие исследования [2—4] уточнили этот анализ с учетом 
влияния массы сферы на структуру звукового поля в воздухе. Обзор ре­
зультатов, относящихся к движению абсолютно жесткой сферы в акусти­
ческой; среде, дан в работе [5]. Импульсное изменение скорости покоя­
щейся в жидкости сферы изучалось в [6]; при этом было проанализиро­
вано влияние отпошения плотностей жидкости и тела как на структуру 
звукового поля, так и на последующее движение сферы. Было установле­
но, что излучаемая звуковая волна уносит энергию и не уносит импульс, 
т. е. вес], начальный импульс остается в ближнем поле сферы. В работе [7] 
учтено конечное время нарастания скорости движения сферы по задан­
ному закону, однако обратное влияние среды в процессе ускорения сферы 
не учитывалось. В настоящей работе проведен анализ движения сферы и 
характеристик звукового поля при заданной внешней силе, действующей 
на сферу в течение конечного интервала времени, с учетом обратного 
влияния акустической среды.

Пусть твердая сфера радиуса а, массы М  и средней плотности рс по­
коится в идеальной сжимаемой жидкости, характеризуемой плотностью р 
и скоростью звука с. В момент времени £=0 сфера подвергается воздейст­
вию силы F(t) в направлении оси х  (фиг. 1) до момента времени t= t iy 
после чего действие внешней силы прекращается. Сила /*’(0 , действующая

ствии жидкости сфера при t> tx двигалась бы с постоянной скоростью 
ЦМ. При наличии жидкости движению сферы под действием сторонней 
силы немедленно начинает препятствовать давление со стороны среды. 
В случае несжимаемой идеальной жидкости сопротивление движению от­
сутствует и постоянная скорость сферы при £>£, равна Ц(М+т),  где 
т=$М — присоединенная масса, в (}=р/2рс. В сжимаемой среде давление, 
вызываемое движением сферы, создает звуковой импульс, передаваемый 
окружающей среде. Задача заключается в определении закона движения 
| (£) центра сферы и ее скорости $(/),  а также звукового ноля в жидкости.

Осесимметричное акустическое ноле характеризуется потенциалом 
скорости ср(г, 0. /), который удовлетворяет волновому уравнению

Акустическое давление р(г, 0, t) и радиальная компонента иг(гу 0, t) век- 
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в течение времени t h сообщает сфере импульс / =  ]F(t)dt и при отсут-
0

( 1 )



тора скорости частиц среды в сферической системе координат определя­
ются согласно формулам

р=р<9<р/<9г, vr= —d<pldr. (2)
Уравнение движения твердой сферы иод действием силы F(t)  в направ­
лении оси х  и сопротивления среды (давление на поверхности) имеет вид

Л

2яа21 р (a, Q, t) cos 0 sin QdQ+F(t). (3)
о

Условие сопряжения — равенство нормальных скоростей па поверхности

Фиг. 1. Геометрия задачи Фиг. 2. Зависимость скорости движе­
ния сферы от времени: l  — i i=0, 2 — 

*,=0,2, S - * , = l

сферы имеет вид
§ (0  cos 0 = —d<p/dr,

Соотношения (3), (4) записаны в традиционном для линейной акустики 
виде: характеристики звукового поля вычисляются на границе г=а. Такое 
допущение оправдывается малостью акустического числа Маха. Началь­
ные условия задачи формулируются в виде

£(0)=0, §(0)=0,
ф=0, <9ф/д£=0, г>а, t= 0.

В дополнение к соотношениям (1) —(5) необходимо выполнить кинема­
тические и динамические условия сплошности и непрерывности давления 
на фронте волны [8, 9]. В случае идеальной сжимаемой жидкости эти 
условия сводится к одному соотношению [4, § 301]:

r=a+ct.

Следуя работам [4, 6], акустический потенциал будем искать в виде

(7)
, . ч д ( f(ct—r)II (ct—r+a)\

Ф  ( г ,  0, t) =  —  ( ------------------------- ) cos 0,
дг

где Н  — функция Хэвисайда. При этом ф удовлетворяет волновому уравне­
нию (1) вне фронта волны r=a-\~ct, а также начальным условиям (5). 
Условие на фронте (6) приводит к следующим условиям для искомой 
функции j(ct—r):

/ ( - « ) = / '( - « ) =  0. (8)
Для определения функции j(ct—r) подставим (7) в равенства (3), (4). 
С учетом (2) в результате получаем систему обыкновенных дифферен­
циальных уравнений относительно функций |(£ ) и j(ct—а):

Ц ^ [ Г  ( c t - a ) +  —  Г  ( c t - a ) ]  +  ,

m = - ~ [ 2 f  ( c t - a )  + 2 a f  ( c t - a )  + a > f "  ( c t - a ) ).
CL
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Далее для определенности будем считать, что сила F(t)  является постоян­
ной, т. е. F(t)=F0=const при t<^[0, t x) и F (t )=  0 при t> t i. Исключением 
величины §(/) система (9) сводится к неоднородному дифференциальному 
уравнению третьего порядка с постоянными коэффициентами относитель­
но функции &~(t)=j(ct—a):

а
1\а
Мс

•  • «

с начальными условиями (0) =Sr  (0) (0) =0, которые следуют из (8),
а также из условия § (0)= 0  и второго уравнения в (9). Решая это уравне­
ние, после выполнения необходимых выкладок окончательно находим:

^ ( 0  =  —
1\а-

2 (Н-р)Мс

ct ( 6
1 ---------е~м I cos nt + ------

а '  М -р
г sin ntj', 0 < t^ L

Р
( 10)

• 4
cos nl +

п - р 2

р
У1—р2

sin n{t—U) —

sin ntj  , l> t  i;

где обозначено /г=(1+р)с/а, ^г=У 1 — р2сДг, U0=F0tl/M.
Условие g(0) = 0  в (5) служит для нахождения закона движения сфе­

ры | ( t) по известной скорости §(/). О предельном случае 1Х= 0, £/0=const 
из (11) для скорости сферы получаем решение Тэйлора [6]:

cos nt

Зависимость скорости движения сферы той же плотности, что и окру­
жающая ее жидкость (р=0,5), от безразмерного времени t=ct/a для 
Z 1=0; 0,2; 1 показана на фиг. 2 кривыми 1—3 соответственно. Отметим тот 
факт, что максимальное значение скорости превосходит величину С/0/(1+Р) 
ДЛЯ соответствующей скорости в случае несжимаемой жидкости. После 
прекращения действия силы наблюдается сначала уменьшение скорости, 
а затем ее возрастание, после чего, начиная с ?^3, она принимает практи­
чески постоянное значение £/0/(Н~Р). Отметим также, что силы упругости 
жидкости недостаточны для приведения сферы в колебательное движение 
вдоль оси х после снятия приложенной внешней силы, т. е. всегда выполне­
но неравенство §(г)>0.

Анализ даппых, приведенных на фиг. 2, показывает, что вся нестацио- 
нарность процесса и связанное с этим излучение звукового импульса про­
исходит в основном до момента времени Г = 3. Путь, который при этом 
проходит центр сферы, составляет величину порядка (a/c)U0. При U0<c 
это существенно меньше радиуса сферы а, что оправдывает возможность 
рассмотрения линейной задачи.

Используя выражения (2), (7), (10) с учетом тождества с/— 
=c(t—(r—a)/c)—a, находим выражение для давления:

р(г, 0, t)=(pcU0a2/r2)p(ry t )H(t ' )cos0, t '= t - { r - a ) l c y (12) 
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Фиг. 3 Фиг. 4
Фиг. 3. Зависимость звукового давления от времени: а — на поверхности сферы

г=а, б -  на расстоянии r=5a; 1 — *,=0, 2 -  1 1 =0,2, 3 -  t\ =  1
Фиг. 4. Энергетические характеристики звукового сигнала в зависимости от дли­

тельности импульса: 1 -  2A/MU0\  2 -  EJA

где функция p(r, t) определяется соотношением

На фиг. 3 показана зависимость величины р(г, I) от времени па поверх­
ности сферы г = а  (фиг. 3, а )  и на расстоянии г = 5 а  (фиг. 3, б) для /,=  
=0; 0,2; 1 (кривые 1—3 соответственно). И совокупности эти данные по­
казывают резко нестационарный характер звукового давления и интенсив­
ное убывание его уровня на сравнительно небольших расстояниях от 
сферы. При этом основной вклад в величину давления происходит в тече­
ние интервала времени а /с  с момента прибытия импульса.

Формула (12) показывает, что полный импульс, передаваемый звуком 
через сферическую поверхность произвольного радиуса, равен нулю. Это 
согласуется с тем, что начальный импульс сферы F0t{ и конечный импульс 
с учетом присоединеииои массы жидкости (M+m)U0l {1+р) равны между 
собой. Следовательно, звуковая волна не несет импульса — весь начальный 
импульс остается в сфере и окружающем ее ближнохм поле жидкости.

В случае несжимаемой жидкости ее реакция на ускорение тела связана 
с тем фактом, что при изменении скорости тела изменяется и полная ки­
нетическая энергия жидкости. Вся работа, затрачиваемая телом на пре­
одоление реакции жидкости на ускорение, превращается в кинетическую 
энергию жидкости, обусловленную поступательным движением тела. Для 
сжимаемой жидкости картина усложняется, поскольку часть начальной 
энергии уносится звуковой волной. Для определения этой энергии можно 
поступить двояко. Прямой путь подсчета состоит в использовании соот­
ношения

для акустической энергии Е (Р )Ч излучаемой через сферическую поверх­
ность радиуса /?. Используя (12) и аналогичное соотношение для радиаль­
ной скорости, окончательно получаем:

а
+ Р(г,Р),  0

р ( г ,0 =  2(1+р)с*4
P(r, L') — Р (г, t '—ti), t‘> tu

P(r,l) =
2(1+Р)с/,

а
sin nt — cos

о о

Z(u) = {ctja)z
401



пределе имеем величину

Еа =  lim E{R) =
R-+co

MU f t  
2(1+P)2 m  о

акустической энергии, уносимой звуковым импульсом.
Другой подход к вычислению Еа заключается в вычислении разности 

между работой внешней силы А и конечной кинетической энергией Т ста­
ционарного движения тела с учетом присоединенной массы жидкости. При 
этом имеем

MU о2 Г
2(1+р) L 1

MU о2
2(1+Р) *

Еа=А-Т.

Таким образом, «потеря» энергии в точности отвечает излучаемой аку­
стической энергии при нестационарном звуковом сигнале. На фиг. 4 пред­
ставлены результаты расчета зависимости подведенной энергии 2A/MU2 
(кривая 1) и относительной доли акустической энергии E J А  (кривая 2) 
в зависимости от длительности импульса силы h.  Для импульсного дви­
жения сферы (ft=0) одна треть начальной энергии уносится в виде зву­
ковой волны. С увеличением t\ доля излученной акустической энергии 
уменьшается.

Таким образом, проведенный в данной работе анализ позволил обна­
ружить существенное влияние конечной длительности внешнего воздейст­
вия и обратной реакции жидкой среды па характеристики звукового сиг­
нала и скорость движения сферы в жидкости.
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