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Предложен эффективный способ расчета собственной и взаимной силы 
реакции плоских поршней, колеблющихся в плоском жестком экране по 
произвольному времепному закону. Сила реакции представлена суммой 
интегралов но времени от смещения и колебательной скорости поршня 
с соответственными весовыми функциями, зависящими только от гео­
метрии поршней. Для силы реакции круглых, кольцевых и прямоуголь­
ных поршней и взаимной силы реакции прямоугольных поршней, полу­
чающихся один из другого сдвигом вдоль короткой стороны поршня, 
весовые функции выраж*еиы через элементарные.

В работе [1], основополагающей для расчета силы реакции среды на 
нестационарно колеблющийся плоский поршень произвольной формы, рас­
положенный в плоском жестком экране, на основе довольно тонкого ана­
лиза преобразования Лапласа этой силы найден импульсный отклик та-- 
кого поршня — сила реакции F{t) среды на ступенчатое во времени его. 
смещение, описываемое функцией Хевисайда. Этот отклик выражен в 
виде F {t)= pc[S5(r)- f(r )]r..ct, где S  — площадь поршня, / — время, про­
шедшее с момента его смещения, б (г) — функция Дирака, р — плотность 
среды, с — скорость звука в ней, рс/(г) — непрерывная часть отклика, 
определяемая геометрией контура поршня и пропорциональная усреднен­
ной по контуру сумме проекций на касательную к нему дуг, образован­
ных пересечениями контура с окружностью радиуса г с центром в теку-. 
щей точке касания:

где dl — элемент дуги контура, g (r)/r= (cos (52—cos {5i) +  (cos jJ4—cos (53)-k  . . , .  
(J, — угол между касательной и направлением из центра окружности в г-ю. 
точку пересечения, Р1< р 2< Р з< -. .  Интегрированием таких импульсных 
откликов, подходящим образом распределенных во времени, можно найти 
реакцию среды при произвольном во времени движении поршня. Таким 
образом, для нахождения реакции среды потребуется- в общем случае два- 
интегрирования. В работах [1, 2] для круглых, прямоугольных и неко­
торых других простых форм фупкция /(г) выражена через элементарные- 
функции.

Далее мы рассмотрим более прямой и несколько более простой способ 
расчета реакции поршня при произвольном движении сю во времени, 
в общем случае требующий также проведения двух интегрирований, и да­
дим его обобщение применительно к взаимодействию поршней через среду.

Элемент излучающей поверхности dS создает в точке наблюдения зву-. 
ковое давление

где v(t) — скорость поршня в момент времени /, Я — расстояние от эле­
мента dS до точки наблюдения. Интегрирование этого равенства по по­
верхности поршня выражает звуковое давление р{г, I) в точке, задавае­
мой радиусом-вектором г, в виде двойного интеграла — интеграла Рэлея.
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Однако применении тождества

и полярных координат й , ф с  центром в точке наблюдения, в которых dS=  
=RdRd(p, dp является полным дифференциалом

позволяет уменьшить кратность интегрирования на единицу и представить 
р(г, t) в виде интеграла или суммы интегралов Шоха по азимутальному 
углу ф. При этом в случае выпуклого контура в согласии с результатами 
работ [3 и 4] получим; р{г, t )= pt(i\ t), где

здесь /?(ф, г) — расстояние от точки наблюдения О до точки В пересече­
ния с контуром полулуча, выходящего из точки О под азимутальным

точек внутреннего контура па ближней и дальней но отношению к точке О 
его стороне, ф — область интегрирования но ф в пределах угла, под кото­
рым внутренний контур виден из точки О.

В выражении для силы реакции поршня

где интегрирование проводится но излучающей поверхности, удачный по­
рядок интегрирования также позволяет преобразовать его к виду с мень­
шей кратностью интегрирования. В первом из рассматриваемых случаев, 
подставив выражение (1) в качестве р(г, t) в формулу (3), изменив по­
рядок интегрирования, которое проведем сначала по направлению, парал­
лельному радиусу-вектору R(<p, г), затем но перпендикулярному к нему 
направлению (соответственную координату обозначим через ц), а потом 
но ф, получим отношение Ф (0 удельной силы F(t)/(pc) к площади порш­
ня S ‘.

где /Дф, 1))=/?(([>, ц)-1-Д(ф+л. г\)=АВ, 1(ф) — размер поршня по оси тр 
Учтя, что при интегрировании по ф подынтегральная функция не меня-

(о
с

углом ф (см. фиг. 1). Для двухсвяз­
ной области, образованной двумя вы­
пуклыми контурами, вложеппыми 
один в другой, найдем:

/>(г, *) =

Фиг. 1
где R (ф, г) — расстояние от точки О 
до соответственной точки внешнего 
контура, R~(ф, г) и й +(ф, г ) —соот­
ветственно расстояния от точки О до

(3)

2  л  f ( q > )  Х . ( ф , Л )

(4)
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ется прп замене ф на ф+я п что

- О - # ) -
d

с ш л гИ - ) -
где x(t)  — смещение поршня, представим формулу (4) в виде

* /(f)

Ф (t)= v (t) + J dtp j { ж[ i  -  — - -- ] -  ж (t) }cbv (5)

Учитывая, что L(p) с ростом т) монотонно увеличивается от нуля до мак­
симума £,паХ(ф), достигаемого при некотором rj =rf(cp), а затем монотонно 
убывает до нуля, и интегрируя по частям, отсюда найдем

Я

Ф ( t )=v(t )  +  j  { х [ t  -  j  - X ( t )}  (ф) d y + w ( t ) , (6)

2п Ц(Ф>

И/(0 = -^-1 dq> j  -пь»[г — L^ ' - ■]— ^(ф,л )̂ 11-Jib L Jrir\о о
,  __ _________________  (?)c Jdr\

Перейдя в формуле (7) к новым переменным интегрирования ф и L, по­
лучим

^тах(ф) шах L

W{t) =  — #  1 ri(q > ,L )i;(t-—  )d L  =  -^- j v ( t - — )g(L)dL,
« c 5 о c

где
g(L) = —  j  i^(cp,L) dep, 0< t}<ti(ф),

Я  < * L >

(8)

(9)

г)(ф, L) — значение г) на восходящей ветви фупкции L(r|), соответствую­
щее данному L , (фь) —область углов ф на участке 0<ф <2я, при которых 
ЛВ=Ь. Формулы (6) — (9) представляют решение рассматриваемой зада­
чи. Для круглого поршня имеем: /(ф )=2а, где а —его радиус, 2р=2а— 
—V4a2—L*—g(L).  Подставляя эту величину в формулы (8) и (6), найдем

Ф(О = v(t) — — fi>(*------ z )  У1— z2 dz.
я .. x c 1

Для эллипса с полуосями а и  ft, Ь>а,

I (<р) =2У b2 cos2 ф+а2 sin2 ф, л =  -у Н ф ) { l  — "|Л ] }

1
при Л <  — Иф),

е Ш

я/2
2
л

2_

л

J  Л (ф» L)dq  при 0<L<2a,
о

я/2

|  Г |(ф , L)d<p при 2a<L<2b; 0 =  arccos:|/^
(26/L)2—1 
(b/a)z- l

Для поршня, контур которого имеет параллельные отрезки, например для 
прямоугольного поршня, к рассмотрению которого мы теперь перейдем, 
соответственные формулы для Ф (t) удобнее получать, предварительно
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выделив во внутреннем интеграле в выражении (5) участки интегрирова­
ния, на которых L  не зависит от Т|. В рассматриваемом случае Ц<р) =  
= b cos ср+а sin <р, где b и а —длины соответственно большей и меньшей 
сторон прямоугольника, в области углов 0<q><arctg(6/a)

( г)/ (sin ф c°s ср) при 0<r]<acos(p,
Zy (ф, Tj) =  J а/cos<p при asincp<ri<fe cos(p,

[/(ф )— л ] / (sin ф cos ф) при b cos ф<г|<Дф),

в области углов arctg (6/а)<ф <л/2
г]/(sin ф cos ф)

П) Ы sin ф
[/(ф )—rj]/(sin ф cos ф)

при 0<т)<6созф, 
при Ъ cos ф<»1< а  sin ф, 
при a sin ф <г)</(ф).

В силу симметрии L ( ф, I—т))=1/(ф, rj)=Zf(jt—фэ т|) и формула (5) сводит­
ся к виду

л / 2  'Af(f)

Ф {t) = v  (t) + J  dq> J { * [ « -
L(<p, il)

■]— }̂ T|-

Подставив сюда указанные выше значения L ( ф, т]) и /(ф), найдем

( -  +  - j - ) * ( 0  +  —л ' a h "
Ф w(t), (Ю)

где
ъ

arctg  ^^ -  СCOS ф

^ = ~ab l  $ sin ф  cos ф  dtp jj x( t  — u)du +w
о

Я/2 Ь sill Ф
+  2 \ sin ф cos ф d(f> \ x ( t - u ) d u - f

ьarctg  — / о

b
arctg  —a

+  ^ • (бсоэф — a sin ф)# i^t---- ^  j  ~~
0
Я/2

b
arctg  —a

Перейдя к  новым переменным интегрирования а/(с cos ф) н 6 /(с sin ф) и 
учитывая, что

f a dr _  иII с \г 1 

,, т2У {схУ-а* ~~ '  '  ” 7 " ’

получим после простых преобразовании и интегрирования по частям:

w(t) [ f l  У‘-(^Г+а/с
а/с

(4 1 )
0 t*/c

Г =  —  Уа2+Ь\ с
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В случае импульса, когда х{1) отлично от нуля лишь при £>0, формула 
411) принимает при 0< t< T  следующий вид:

(О =  ~  1 XWKD =  —  \ x (x)dx  при 0<£ <  — 
ab . с

а

и/с ( 12)

W (<) =  —  J  У 1 —( — ) v(t~x)dx  + а , г 4 ст 'а/с

С

ab
f . . . а b
J x( t—х)ах при — < t <  —

(13)

W

о/с Ь / с
а/с t

С

аЬ [ I  -  I  ] x ( t - x )d x
О Ь / с

при — < t< T .  
с (14)

В случае полосы (ему соответствует предельный переход Ь-*°° в форму­
лах (10) —(14)) получим

* 2  с 2с
Ф ( t )= v ( t ) ------x(t )  + —  iv (t),

па п
где для импульса, когда я (О —10 при £<0,

0 при 0<£<а/с,

w{t) =
— [ 1 /1 —( — ) v{t—x)dx при t>a/c. 
а г - х ст'а/с

(15)

Последний интеграл может быть очевидным образом преобразован к бо­
лее удобному для вычислений виду, и тогда получим

0  ‘

dx об)
а/с

с быстро стремящейся к нулю подынтегральной функцией. Это замечание 
относится также и к соответственным интегралам в формулах (11), (13) 
и (14). Интересно, что при t<a/c согласно формуле (12) w(t)  пропорцио­
нально среднему смещению поршня к моменту времени t. При этом со­
гласно формулам (10) — (16) сила реакции прямоугольного поршня ока­
зывается суперпозицией его скорости, смещения и среднего смещения в 
момент времени ^ а в случае полосы — равна разности ее скорости в этот 
момент и величины, пропорциональной смещению.

Подстановка выражения (2) в формулу (3) дает силу реакции порш­
ня, ограниченного двумя выпуклыми контурами, вложенными один, в дру­
гой. При этом в формуле (2) за пределами области интегрирования (<р) 
удобно формально положить R +=R~. Тогда подынтегральное выражение 
за пределами области (ф) обращается в пуль и область интегрирования 
можно распространить па весь интервал 0, 2л. Совершая операции, ана­
логичные проведенным при выводе формул (4) и (5), найдем

л  /(<*>)

Ф + dtp j  { х \  l -  -L Г - 1  - x (t ) } fZii +
nS о 0 1 C

4j(«>)

Л1<ф)
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+х [ < -
£ 2(ф, п) I

Ы * -
Яг{у,Г\) ]}dr\,

где S  — площадь рассматриваемого здесь поршня, ЯДф, 1] )= L ,(ф, r\) +
+Я(ф, ц), Я2(Ф, г)) =Z>2(ф, л)+Я (ф , ц ), £(ф, т |)= Я 1(ф, т])+Ьа(Ф, лК 
£(ф, tj) по-прежнему означает расстояние между точками пересечения с 
внешним контуром прямой, проведенной под азимутальным углом ф па 
расстоянии ц от параллельной ей касательной к контуру, Li и Ь2 — анало­
гичные отрезки такой прямой, соединяющие соответственные точки внеш­
него и внутреннего контуров, Я  имеет тот же смысл, что п L, по только 
для точек внутреннего контура (см. фиг. 2); цДф) и т|г(ф) — значения г\ 
для касательных к внутреннему коптуру, параллельных указанным выше 
прямым, г|,<г|2. Отсюда, интегрируя по частям, для случая, когда на ин-

о*

тервале Tii<r)<t)2 функции Z>i(ф, ц) и Ь2(ф, т)) имеют, по одному мини­
муму, которые соответственно равны Zi т и» (<р) и £ 2ш1п(ф), функции 
#(Ч >1 Л)> Я^ф, ц) и Я,(ф, ц) —по одному максимуму, которые соответст­
венно обозначим Ятах(ф), Яцпах(ф) И Я 2 Шах(ф), При ОТСУТСТВИИ ДРУГИХ 
экстремумов этих функций, найдем

я
Ф (* )= ф ,(* )+ _ £ ^  h w { x [ t - £1Н1|- ((р)] - ф - ^ ш ах (ф) ]

[-hr t  —
'2 ml п(ф)

■] — Х\ t —Я2 max (ф) b
+х ] _ г ( 0 ц +2(01

(17)
%

где ,й.(ф)=г]2(ср)—11, (ф), Ф, (г) равно правой части формулы (6) стой  
разницей, что под S  следует понимать площадь поршня, ограниченного 
внешним и внутренним контурами,

2Л г "■»*(*) гдт.л,)
Z{t) =  l t s \  d(p I S Ш Л У -  J  Si (‘P- ч  -

0 0  h  тщ(Ф)
H l  гаах(Ф) Г2(Ф,Ч|) H3 т а х (Ф)

-  $ h  (ф, Ц  -  5 Ь,(Ф. >0 -  \  L  (ф, Х)1 »(* -  — ) dk, (18)
НЛ<Р, ч.) Чтт<Ф) Я2(ф, 4i) °

6(ф» ^)i St (ф, ^), Si (ф, ^ ) . . .  соответственно равпы величинам £, для кото­
рых при фиксированном ф переменная Л= Л,(ф)+£ такова, что функции 
Я(ф, г]), Z/i (ф, г|), Я,(ф, ц ) . . .  равны Л. Заметим, что формулу (18) легко 
можно привести к виду, аналогичному данному формулами (8), (9).

Для кольцевого поршня с внешним радиусом а и внутренним радиу-
7 5 6



сом b имеем: L l=L2y II^=H2, L lmin=a—b, Н1тлх=а+Ь, Hmax=*h=2b, причем

&2= ( / / /2 )2+ 0 > -£ )2, a2 =  (L l + ^ - ) 2- ( t - U 2.

Из этих очевидных равенств следует, что при £<&

Подставив эти значения в формулы (17) и (18), после приведении по­
добных членов н простых преобразований получим

Ф (0 = г> (0 -
я (1 —е2)

[ I v {  1 — —-z) I' 1 —z2 dz +

■M.l+eJ

| у ( ^ _ ^ 2)у е^_ 2^ г - 2 1 v(t~z)'j z )  dz],
0 C ■ Vail—e) C 12

где e = b/a.
Взаимная акустическая реакция двух плоских поршней, расположен­

ных в плоском жестком экране, расчет которой мы теперь проведем, оп­
ределяется интегрированием но поверхности одного (первого) поршня 
звукового давления р2 1, создаваемого другим поршнем. Ограничивая рас­
смотрение случаем поршней с выпуклыми контурами, имеем на нервом 
поршне в точке 0 звуковое давление

л Яа(Ф,г)

Я|(Ф,г)— Л

рс
2л

Й2 (ср, г)
] } <*ф,

— Я

где i/(t) — скорость второго поршня в момент t, Н1=ОС и l i2=OD — соот­
ветственно расстояния от точки 0 до ближней (С) и дальней (D) точек 
контура второго поршня вдоль прямой, проведенной через точку 0 под 
азимутальным углом <р (фиг. 3). Отсюда найдем, что сила F21(f), с кото­
рой второй поршень действует на первый, будет равна

л  Ц ? )  1 м ( Ф , Л )

* « (0  = ! p j  d(p J  dii j [ v [ t - ~ ) — v ( t - ^ - ) ^ d L ,
“ —я 0 0

где Li(ср, ц )= А В  — расстояние между точками контура первого поршня, 
лежащими на указанной прямой, /(ср) — размер поршня но направлению, 
перпендикулярному этой прямой, L=AO. Учитывая, что /? i= L ,+ //—Ьу 
R ^ L i+ H + L z —L, где I I (ср, ц)=ВС  — расстояние между поршнями по ука­
занной прямой, Ь2(ф, r\)=CD — расстояние между точками второго порш­
ня, лежащими на этой прямой, после интегрирования по L  получим отно­
шение Ф2|(<) удельной силы F2{t)l(pc) к площади первого поршня S:

Ф 2 1  ( * )  =
F2i(t)
pcS

я f<<p) 

- я  О

— t —я,(ср, л) м t  —
/ /2(ф, Т])

м -
//з (ф, л) ]}dr\. (19)
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где Il2=II-\-L>, / /3= / / l+L2. При этом подразумевается, что в
случае, когда указанная выше прямая не пересекает контур второго порш­
ня, Ь2= 0 и тогда подынтегральная функция в формуле (19) обращается 
в пуль за пределами тех значений ф и rj, при которых указанная прямая 
пересекает контуры обоих поршней.

Для случая взаимодействия двух одинаковых круглых поршней радиу­
са а, центры которых разнесены на расстояние 6, имеем очевидные соот­
ношения:

( у )  + ( а - п ) 2= а 2, ( у )  +  (а—ц—Ъ sin ф)2= а 2,

Ъ cos (р =  L ' ■ +  П.

Отсюда следует
и  l L i+L2 Li—Lz Li+L-Н =  о cos ф -----------, Л i,2=v  cos ф ±  —  ----- , H3=b  cos ф -г--------

У (2л—rj) г), =  У (2а—т)—b sin ф) (ц+б sin ф ) .

(20)

При этом формулу (19) в силу симметрии задачи можно написать в виде

arcsin чп

ф» (0 = 2с t — я
+•1 ( '  -  - 7 1) ] -о о

T - W *
(21)

о

где г\=а— — вшф. Избавляясь в формулах (20) от радикалов путем по-

следователиного возведения в квадрат соответственных выражений и обо­
значив Я = Я 0, для всех //, получим уравнение

1
Я«П2-2г)Я<т| +  —  (#«—2а£> sin ф) 2=0,4

где Ei=bz—2bIIi cos<p+#A Отсюда найдем rj=Tf—Я(ф, Я<), 
где

’л /
Д (ф, X) =  | Ь cos ф—X | "|/

«2 1
X2 *+ b2—2 6/, cos ф 4

После интегрирования в (21) по частям и приведения подобных членов 
получим

. 2аarcs п —о bCOS<p+S b COS ф-fr

ф » ( < ) = д а  (  М $- -  \  ]■• t
О beosep—г Ь COS Ф+S С  /

Я(ф Д ) # . ,  (22)

где г=У4аг—(Ь sin ф)2, 5 = У (2а—b sin ф)2 6 sin ф. Изменение порядка интег­
рирования и переход к новой переменной интегрирования и= созф  позво­
ляет написать выражение (22) в виде

1+2а

®«(f) =  - T 1  J v ( t -  —  n)g(n)d ii, 
Я‘*1-2. С
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где

г(М') =

J G(a, [x)da прп 1—2а< р< У 1—4а2 и p.>Vl+2a,

J g (u, fi)du при VI—4a2< p < l ,
ач

ic_ 1

[ 2  j — j J G(u, \i)du, при 1<ц<У1+2а,
t o ,  V

1, Iгг—(XI i/ a2
G (it, p) =  ■— —r I/-------------- --V1—a2 ' 1+p2—2ргг 4

a
a =

y = ] / l _  +  2a2- ( - ^ )  —
1 —(2a)

w.

2 '  2 '  4цг

(p2 +  1) +  % У Аа* -  (p.2 -  l)3
2 (a2 + p2) ] '

Для случая взаимодействия двух одинаковых прямоугольных поршней 
со сторонами а и Ь, a<b, одинаково ориентированных и получающихся 
один из другого сдвигом на a+h вдоль короткой стороны, так что h — рас­
стояние между поршнями, в силу симметрии задачи и независимости Н 
от т) формулу (19) можно представить в виде

ь
а rets ~ гп

Фи (t) = nab J [х  (* — ~ )  1 (Ф) —
О

т)

— 2  ̂ х ( t ----^ - )  dr\ -j- 2 ^ x(yt — . (23)

где l{<р) —b cos ср—h sin ф, Н—h/ cos ф,
V

т| h
+

Я х-
siri ср cos cp cos ср 

a + h 
coscp

при r |< a s in cp ,

при r)]> a sin cp,

(-Д !---- f-A +  a ) —-— при n < a s in c p , cp<cp.„ либо при\ sin cp / cos cp
Hu =  S *П<'П» Ф*<Ф<Фи

sin cp
при TJ>T), cp2<cp<cpj, либо при cp>cpx,

где г)=Ь cos cp— (h+a) sin cp, cp„ =  arctg h+na
Проведя в формуле (23) преобразования, аналогичные проделанным прп 
получении формул (И ) п (1G), найдем

ФЯ (*) = па
I.  h \  0 ( .  h + a \  ( .  h +  2а 

x \ t -  T ) - 2* ( t — — —

+ < ^ ^ + - £ - 0 4 - ^
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+  (2 + 2 А +  да — 2Ьг
Ь - Ч г Н * - ^  +

+  (6 1 - 6 - 2 а  . с
h+a h+2a

bxj c  b2/ c  с  с

C / + t [ S  -  5 -  S +  S ] * « - № +
b j c  b j c  h / c  h+n

b j c

2 i (A +  a f

!±L 1 +  у  1 -  (
bt/c

- . 5

‘ h +  a ' 2

b jr .

i -
h i  с 1

f t 2

CT

(A +  2a)s
/ Ч Т )

Zi+лп 
c

btjc
1 + 1 / 1 - ( ^ 2a N2 (CT)'

Wc
+  £(A +  d) — (A +  2d) J

be/c  bt/c

bv (l — x)
dx,

где Ь,,=Уb2+(h+na)2. В пределе при (h+a)/b->0, ct<b0, отсюда получим 
для взаимодействия полос ширины а, разнесенных на расстояние А,

« М О - ла * -  A )  ■_2 l ( t - A ± ^ ) + x ( t — h + 2 ?  i +

+
*s (h +• a)

h+a 1 _|_

l

-  S
/ -

- -  —  c
A +  a \ 2 J

A2
+_
C T

(A -I- 2a)2
Й + /  ’ - ( 4

2

/H-2a 1 _|_
c Z 1 -

A -  2a \ 2
C T

V (< — t) 
( C T ) 2

dx .

Таким образом, сила взаимной реакции рассматриваемых поршней сведе­
на к однократным интегралам от их смещения и скорости колебаний с со­
ответственными весовыми функциями.

Автор выражает глубокую благодарность И. А. Рою и Н. И. Чаруши­
ной за стимулировавшие данную работу обсуждения.
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