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АНАЛИЗ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ПЬЕЗОМАГНИТНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Получена вариационная формулировка метода конечных элементов 
для колебании с учетом взаимодействия упругого и магнитного полей.
13 качестве примера рассмотрены собственные колебания цилиндриче­
ского преобразователя произвольных размеров с тороидальной об­
моткой.

Пьезомагнитные преобразователи, шаряду с пьезоэлектрическими, на­
ходят широкое применение в гидроакустике и ультразвуковой технике 
[1, 2]. Существующие в настоящее время теории расчета преобразовате­
лей являются главным образом одномерными, т. е. не учитывают конеч­
ность иерезоиаислых размеров преобразователи. Из работ, рассматриваю­
щих неодномерные модели, можно отметить статью [3J, в которой на ос­
нове теории оболочек исследован цилиндрический преобразователь. Необ­
ходимо заметить, что допущения, принятые в теории оболочек, которая 
применялась также и к пьезоэлектрическим преобразователям [4J, накла­
дывают значительные ограничения на формы колебаний и ие позволяют, 
например, проанализировать нзгибные моды; поэтому полученная этим 
методом информация является неполной.

Весьма универсальным является метод конечных элемептов (МКЭ), 
который пригоден для преобразователей любых геометрических форм с 
учетом их конструктивных особенностей. Известно много работ по иссле­
дованию пьезоэлектрических преобразователей с помощью МКЭ (см., на­
пример, [5—6]); к анализу же пьезомагиитных преобразователей этот ме­
тод не применялся.

Целью данной работы является: получение вариационной формули­
ровки МКЭ для анализа пьезомагнитных преобразователей; разработка 
эффективного алгоритма и программы анализа собственных колебаний 
преобразователей осесимметричного типа: спектра собственных частот 
в режимах резонанса и антирезонанса, динамического коэффициента 
магнитомеханической связи (ДКС) и форм колебаний; полный анализ 
цилиндрического пьезомагнитного преобразователя произвольных раз­
меров..

При выводе основных соотношений МКЭ будем исходить из вариа­
ционного принципа виртуальной работы, рассмотренного в [5, 6]. Урав­
нения Максвелла для электромагнитного поля запишем в виде [3, 8]

где II — напряженность магнитного ноля, В — магнитная индукция, Е — 
напряженность электрического поля, t — время.

Будем полагать, что II и В имеют только одну компоненту, перпен­
дикулярную плоскости витка обмотки. Поэтому уравнения состояния 
иьезомагнитного материала запишем в виде
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где |а> — матрица-столбец механических напряжений, \сн\ —матрица уп­
ругих постоянных, определенных при постоянной напряженности магнит­
ного поля, \$> — матрица-столбец деформаций, \е>, <е\ —матрица-столбец 
и матрица-строка пьезомагнитных постоянных, \ib — магнитная проницае­
мость при постоянной деформации.

При конечноэлементном рассмотрении вектор смещения |и) выража­
ется через свои значения в узлах | щ> с помощью интерполяционной 
матрицы |tfw|[9] :|и>=|ЛМ|и<>. Деформации выражаются через смеще­
ния по известным соотношениям линейной теории упругости. Запишем 
эту связь в наиболее общем виде: |s> = |L u||w>, где \Ьи\ — матричный 
дифференциальный оператор, компоненты которого зависят от типа де­
формации. Выразим деформации через узловые смещения

\з>=\Ви\\щ>, \BU\ =  \LU\\NU\. (6)
' Для преобразователя конкретного тина можно выразить напряжен­

ность магнитного поля через ток в обмотке
H = B J .  (7)

В случае цилиндрического преобразователя с тороидальной обмоткой 
зависимость (7) можно взять в виде [3, 8]

H = N I I  (2я г),
где N  — количество витков, г — расстояние от оси цилиндра. Функция (8) 
удовлетворяет уравнению (1). В этом случае вектор В также направлен 
тангенциально и магнитная индукция (5) удовлетворяет уравнению (2).

Для получения системы уравнений, описывающих колебания иьезо- 
магпитного конечного элемента, нужно приравнять внутреннюю меха­
ническую и магнитную работы с учетом сил инерции работе внешних 
узловых сил и магнитного ноля [5, 6]. При этом предполагается выпол­
нение следующих граничных условий: отсутствие нормальных и каса­
тельных механических напряжений и магнитной индукции на граничных 
поверхностях

j  J  J (<б5||а>+р<би||н>)йу=<би1-||?,<>,
V

- И  1 <8H\\B>dv=8IN<S>lt,
V

где р — плотность, | й> — ускорение, и — объем конечного элемента, 
|F,> — узловые силы, ФЛ — магнитный поток через сечение конечного эле­
мента, параллельное плоскости витка обмотки.

Учитывая выражения (4) —(7) и вводя элементные матрицы жест­
кости \кии\, массы |то|, пьезомагнитиой с жесткости» | магнит­
ной «жесткости» А//, перепишем систему (9) при гармонической зависи­
мости от времени:

( | К и  I ■-СО21 т I) I и*>+1 к и1> (—/ )  =  !F i \

<Лл | | и, > + М - / )  =  -ЛГФ*, (10)

кии - Ш - 1 & Г|СН| \Bu\dv,
V

т = p j  1 1  | iV„ I т I yv„ I d i; ,

<к,„ | = |fc„,>r = J J J<<?| \B„\B,dv,
V

kn=  -  |.is J J J {B;Ydv,
V
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где to — круговая частота, |/V„|r — транспонированная интерполяционная 
матрица. Отметим, что при записи элементной системы уравнений в виде
(10) ее матрица является симметричной.

Для осесимметричных колебаний матрицы упругих и пьезомагнитных 
постоянных в (10) имеют вид

.я
С 1 1 < 4 2 О з 0 ^ 3 1

С 1 2 С 1 1 С 1 3 0
1 е з \

С 1 3 С 1 3 С 'ЛЗ 0 е 3 3

0 0 0 f :o « 0

Матрицы, входящие в подынтегральные выражения (10), при исполь­
зовании кольцевых прямоугольных конечных элементов второго порядка 
с восемью узлами, можно записать в виде

В и I

dNJdz dNJdr

1 Nu I =
Л', 0 . . .N,  0
0 N,. .. 0 A78 1

dNJdr 0 . . . dNJdr 0
0 dNJdz . . .  0 dNJdz

NJr 0 • • • NJr 0
dNJdz dNJdr

где Nj — функции формы конечного элемента [9]; г, z — цилиндрические 
координаты.

Полная система уравнений порядка 2я+1, где п — общее число узлов, 
формируется из элементной системы (10) по обычной методике МКЭ.

та.

При этом У 1, Ф|,=Ф, яг —число конечных элементов, Ф —магнитный по-
к= 1

ток через площадь витка обмотки.
Уравнение (3) представляет собой дифференциальную форму закона 

электромагнитной индукции. На основании этого закона выразим при­
ложенное к обмотке электрическое напряжение через магнитный поток 
У= —mN<S>. Систему уравнений запишем в виде

(|/Си|-о.)2|Ж |)|щ >-1-|/С |>(-/) =  |^> , (И )
(К1и\ \ui'>+KII(—I) =  VI(ш ),

где большими буквами обозначены соответствующие матрицы.
Рассмотрим режимы резонанса (tf=const) и антирезонаиса (S=const) 

при отсутствии внешних сил. Для режима резонанса из системы (11) 
получим следующее выражение для электрического импеданса: Z = V //=
= т  (<К ги\\С\~1\Ки1>-Кп) , |С | =  |Кии| - со2| М | .

Импеданс стремится к бесконечности (без учета потерь), если 
det | Cl —̂0, т. е. частота приближается к резонансной частоте. Следова­
тельно, частоты резонанса могут быть найдены из решения обобщенной 
матричной задачи па собственные значения |С ||я,>=0.

Для режима антирезонаиса получим следующее выражение для элект­
рической проводимости: l lZ = I /V = i( l+ (K IU\ |Р | -1 \Ки1>/Кп )1 ((оКИ) , \D\ = 
=  | Кии | - с о 21М  | - |  K u j X K ju I /Кп.

Проводимость стремится к бесконечности (без учета потерь), если 
det|Z)]->-0. Следовательно, частоты антирезонаиса и соответствующие соб­
ственные векторы можно определить из решения следующей обобщенной 
матричной задачи: \D\ | и,->=().

Одной из основных характеристик пьезомагнитных материалов яв­
ляется коэффициент магнитомеханической связи (КС). Он характери­
зует преобразование энергии в пьезомагыитном материале лучше, чем 
набор упругих, магнитных и пьезомагнитных постоянных, и, например, 
ширина полосы преобразователя непосредственно зависит от соответст­
вующего КС [2]. Статические КС выражаются по известным соотноше-
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ииям через постояыные пьезомагнитного материала. В динамическом же 
случае КС зависит от распределения механических величин и поэтому 
является функцией геометрических размеров преобразователя. Выбором 
соответствующих геометрических размеров можно добиться оптимально­
го значения КС для конкретной моды колебаний.

Выражение для динамического КС можно получить на основании 
общего определения [2] но аналогии с пьезоэлектрическим случаем [10]:

, 2 fci8 « К 1и\ | и<>У(-Ки)- '
1 + f t j2 ? 1 о)2<н,|  \ М \  |м<>

11а основе изложенного алгоритма с использованием прямоугольных 
и треугольных конечных элементов второго порядка был разработай комп­
лекс универсальных программ для ЕС ЭВМ, позволяющий анализировать 
пьезомагнитные преобразователи типа оболочки вращения произвольной 
формы и размеров. Алгоритм анализа может быть разделен на следующие 
основные этапы: вычисление функций формы конечного элемента и их 
частных производных по локальным координатам, формирование элемент­
ных подынтегральных матриц массы и обобщенной жесткости, вычисле­
ние интегралов численным методом Гаусса-Лежандра, формирование пол­
ных матриц массы и жесткости, учет механических граничных условий 
на плоскости симметрии, обращение полной матрицы жесткости, анализ 
режимов резонанса и антнрезонаиса, умножение двух матриц с эконо­
мией памяти, нахождение заданного числа первых собственных значений 
н собственных векторов. Возможности комплекса программ позволяют 
говорить о машинном моделировании и проектировании преобразовате­
лей, а также об оптимизации их параметров. Отметим, что комплекс 
программ применим также для анализа пульсирующих колебаний сек­
ционированного пьезоэлектрического цилиндра при учете только танген­
циальной компоненты электрического ноля. В этом случае можно отметить 
хорошее совпадение полученных результатов с результатами работы [И ], 
имеющими экспериментальную проверку. Заметим также, что основпьте 
закономерности спектра собственных частот и зависимости динамической 
КС от высоты цилиндра для пьезоэлектрического цилиндра с тангенци­
альной поляризацией и пьезомагнитного цилиндра с тороидальной об­
моткой совпадают.

Рассмотрим пульсирующие, симметричные по высоте колебания ци- 
липдрического пьезомапштиого преобразователя с тороидальной обмот­
кой, который в безразмерной системе цилиндрических координат г, a, zy 
нормированных на средний радиус цилиндра а, ограничен координатны­
ми поверхностями z = ± l , г=1±й. Частоты резонанса и антирезопанса 
удобно совмещать на одной фигуре, построенной в координатах x = k tla, 
ij=k,a (ht — волновое число поперечной волпы), при этом каждому лучу, 
выходящему из начала координат, соответствует определенное значение 
геометрического параметра I. Численные расчеты выполнены для преоб­
разователен, изготовленных из различных материалов и при различных 
толщинах стенки цилиндра. На фиг. 1 представлен спектр собственных 
частот преобразователя, выполненного из никеля, параметры которого 
взяты из [2], с толщиной стенки 2ft=0,6. Сплошные линии соответст­
вуют частотам резонанса, пунктирные — частотам антирезопанса при ус­
ловии их несовпадения; диапазон частот между ними (пьезоактивный 
участок) заштрихован, номера мод обозначены цифрами. На фиг. 2 пред­
ставлена зависимость ДКС от параметра I для первых семи мод.

Отметим характерные особенности спектра и зависимости k(l).  Пер­
вая мода короткого цилиндра является радиальной, КС близок к /с33, 
причем при К 0,3 радиальная компонента смещения иг практически по­
стоянна по высоте цилиндра и значительно преобладает над осевой ком­
понентой смещения иг. При увеличении I иг уменьшается от середины 
цилиндра к его краям, одновременно увеличивается значение иг\ коле­
бания при соизмеримых размерах носят объемный характер, КС умень­
шается. При дальнейшем увеличении I преобладает ц-, колебания стано­
вятся продольными. ДКС близок к А'3|.
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Фиг. 1. Спектр собственных частот ньезомагнитпого цилинд­
ра в режимах резонанса и антирезонанса

Фиг. 2. Зависимость динамического коэффициента магнито-
механической связи от параметра L

Вторая мода короткого цилиндра является толщиной, КС мал. При 
увеличении I мода описывает объемные колебания, а затем изгибные 
(Ur имеет противофазное распределение по высоте и КС невелик). 
В спектре второй и высших мод наблюдаются плато — участки, на кото­
рых частотный параметр практически постоянен. Наличие этих участков 
объясняется явлением краевого резонанса, рассмотренным в [12] для 
изотропного сплошного цилиндра. Вторая мода длинного цилиндра явля­
ется третьей гармоникой продольных колебаний, причем k=*kaJ3.

Третья мода при 0 ,3< /<1,5  описывает колебания цилиндра по высо­
те, КС мал.

Радиальный резонанс, который для коротких цилиндров связан с ос­
новной модой, при увеличении высоты цилиндра описывается последова­
тельно высшими модами, начиная с третьей (основные максимумы со­
ответствующих кривых КС и заштрихованные горизонтальные участки 
в спектре). Радиальная компонента смещения на этих участках плавно 
спадает от середины цилиндра к его краям и преобладает над осевой. 
При отклонении от ньезоактнвиого участка колебания становится изгиб- 
ными, и КС соответствующей моды резко надает.

Для преобразователей, выполненных из других ньезомагнитиых ма­
териалов и имеющих другие толщины стенки, основные закономерности 
спектра и зависимости к(1) сохраняются.

Полученные результаты позволяют обосновать выбор параметров 
ньезомагнитиых преобразователей, обеспечивающих максимальный ди­
намический КС, и оценить пределы применимости одномерных теорий.
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