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ЗВУКОВОЕ ПОЛЕ МУЛЬТИПОЛЬНОГО ИСТОЧНИКА Ж-ПОРЯДКА 
ВБЛИЗИ ЛОКАЛЬНО РЕАГИРУЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

Г ен ер а ло в  А • В.

Получены равномерные асимптотические приближения для зву­
ковых полей мультипольных источников первого и второго порядков 
вблизи локально реагирующей поверхности. Иа основе найденных со­
отношений проведен их детальный анализ. Выявлены некоторые осо­
бенности распространения звуковых волн от направленных источников.

При оцепке уровня шума, производимого различными источниками, не­
обходимо учитывать акустические свойства земной поверхности — факто­
ра, который постоянно присутствует и оказывает наряду с состоянием 
приземного слоя атмосферы существенное влияние на распространение 
звука.

Классической и простейшей задачей такого рода является задача о по­
ле монопольного источника, расположенного вблизи плоской импедапсиой 
границы. Впервые эта задача сравнительно полно была рассмотрена в ра­
ботах [1—3]. Начиная с 70-х годов, в связи с необходимостью разработки 
надежных методов расчета шума на местности и средств его снижения 
для промышленных установок проведены систематические теоретические

исследования закономерностей распро­
странения шума с учетом влияния по­
верхности земли [4—8]. Однако в этих 
работах предполагается, что источник 
и приемник звука ненаправленные. 
Между тем встречающиеся на практике 
источники и приемники звука практи­
чески всегда имеют вполне определен­
ные характеристики направленности, 
что может изменить характер полного 
звукового поля вблизи поверхности 
земли.

Выберем в качестве направленного 
источника точечный мультиполь А-по­
рядка, при этом приемник будем счи­

тать ненаправленным. Полученные для этого случая результаты в силу 
теоремы взаимности будут одинаково справедливы и для направленного 
приемника и ненаправленного источников звука.

Звуковое поле, создаваемое мультипольпым источником A-порядка, мо­
жет быть выражено через ноле монополя в виде

р  <*> 1
°>

N dyu dyi2. . . d y iN ’ U, h, - • * ? In— 2, 3.

Производные в (1) берутся но координатам точки U(yu ?у2, т/3), в которой 
расположен излучатель (фиг. 1). Используя формулу (1), рассмотрим 
звуковое поле мультипольного источника A-порядка вблизи локально реа­
гирующей поверхности. При этом звуковое поле мононоля запишем 
в виде [3, 8]

eihr' ik f
Pw  = -------+ ----- J //„(1) [far sin a) eiH:<i+Ui)C0S “ Г (a) sin a  da, (2)

4яг, 8л v

848



где Г (а) =  (cos a —f})/(cos «о+р) — коэффициент отражения плоских волн,
р — удельный акустический адмитанс поверхности, У/o' (кг sin а) — функ­
ция Ганкеля 1-го рода нулевого порядка, к=(.о/с — волновое число в воз­
духе, rx=1rz+ (x2-y>)2, r= у]) 2-\-{х2—г/з)2, М (х 1? х2, х3) — координа- 
ты точки приема звука (фиг. 1 ), контур 7  идет от — л./2 +£°° параллельно 
мнимой оси, затем по вещественной оси от —я/2 до я /2  и от я/2  до я/2—i°° 
снова параллельно мнимой оси. В данном случае мы воспользовались 
представлением Р{{}) в виде контурного интеграла, так как известные 
асимптотические представления Р <0) для наших целей являются недоста­
точно точными. После подстановки (2) в (1) получаем интегралы типа:

/пт =  J F„m (а ) е№г‘ cos'“-«> da; п, т=О,1,2,..., N;
1

Fnm (а) = Г  (a) cosm а sin’̂ a f l ^  (кг sin a) e~ihr s,n а, (3)
где НМ (кг sin а) — функция Ганкеля 1-го рода /г-порядка, 8  — угол паде­
ния, г2=Уг*+ (х2~\-у2)г — расстояние от мнимого источника U1 до приемни­
ка звука (фиг. 1). При Ат2» 1  вид интеграла (3) удобен для асимптотиче­
ского вычисления методом двойной седловой точки. Поскольку Г (а) имеет 
полюс, стандартный метод двойной седловой точки не дает равномерного 
асимптотического приближения. Поэтому, применяя модифицированный 
метод двойной седловой точки, получаем

О л*’йг2 (  _ г ^ 1
]пт =  (—i) *—  sin"0 cos™0 ----- i 6„mVne' 2 erfc(x)+. Г(0)------— i +

Ik rz 1 L т J
1 Г b™ , r./ns 2p(l+pcos0) 2p(racos20 -m s ia 20 ] м 

Осгг 2x3 2 { ) Snm (COS0+P)* cos 0 (cos 0+p ) 2 J (4)

где
$nm

(ikr2) 
m (m —1 )

tg2 0 -

(ikr
n(n+ 1 )

2
— m (n+ 1 ),

г  ______ i  ъ

T =  7^ (l+ p c o s 0 — VI — [J2 sin 0 ) J ,

sinn 0 cosm 0
Используя (1), (2), (4), легко получить равномерные асимптотические 

приближения звуковых полей мультипольных источников ^-порядка вбли­
зи локально реагирующей поверхности. Так, например, для мультиполь­
ных источников первого и второго порядков находим:

2SА г 0iiir2
Р^ = ^ ~ ik ± L .

diji 4ш

„<о о  ., дг« eikr‘ Р2 =ф2 - i k —----—
о  if * 4 ш

2 f
-1 /1  ы
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3 (- 1 Л (т ) 6
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ikr 9
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L ШеГгУ И ’ (5)
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L - 2 B~-B^l \ + 0
cos 0 (ikr2)

]}•
( 6 )
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где

(2)
+

2р+  —~~(L+2B cos 0) +  О
г Ат,

Г— i ___пL ( i k r A 2JJ ’

Qy>
2P

{ikr2y

b 10
k2r-

( 9 )

dr* \  -
( ( - ■u «»i

+  ^ № + “ с о в в ) ^ 7 7 й Л г ] Ь

)  - ‘ ) ]
+

{ikr2)'~

ikr2

(10)

dj/n '  x djo > 4яг4 
dr2 \ / 3r2 \ ___ei,iri
d(/„' x di/, '  4ra-2

dr \ -

Ф-? (rO;

< « -  ( * - ± * * Ы * « .  ( £ T  t e T U - ^ r ) .(iA:r)2/ "  x dyn ' '  <Jyt

ФГ’М = ( 1 ^ ) ;

(cos 0+p) ffa) —  l“ Vn T£x2erfc(r);

£  =
(cos 0+p)

» 7=1, 3; n, Z=l, 2, 3; б„/ — символ Кронеккера. Принимая

во внимание, что многие источники звука имеют дипольную и квадруполь- 
иую структуры (воздушный винт, реактивная струя и т. д.), проведем 
анализ звуковых полей мультипольпых источников первого и второго по­
рядков вблизи локально реагирующей поверхности.

Исследование поведения звуковых полей дипольных и квадрупольных 
источников начнем с рассмотрения численного расстояния т. При |т |> 1  
соотношения (5) — (10) упрощаются и принимают вид:

p / 1)= (p/,)_ p ( i + 5 cos0)
v Oljj 1 2Т О ' 2 ду} 2

( 11)
,ikr«г 1 е - г i АтВ2

+  6 '( - R e t ) — ЛГ., (12)

pW 
z  2 2
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7 2яг22
in2 0 \ /  flra \ 

cos0 7'  дг/Г 7
3r2 \ 2 e<ftrj

2h/v +  J / ( - R c t ) - ^ * o, (13)=  <p<2)- i k £  (L -2 B

\  лп«п / \  Oiji 7 '  d ij2 ' 2яг2

Р,‘Г =  фп -  iftp (L+2p cos

cos 0 
dr 4
9 y} '  2
dr2 \ /  dr2

U ( - R 0 T ) ( ^ - ) ^ f - ( i - r y h K l

d/y, '  '  <5j/3 / 2лг- - -  C7(-Rex) ( ^ - )V?(/, /

X (7 7 ) ~ r (1~ ^ ),/’ [ * (1- Р 2),;’^ г + 2 - ^ . ] ,

(14)

X

(15)
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PliP=4>ii"- щ  (L+2B cos 0)( 2 ) dr. 2 e ih r2

dy, 2nr-r
+  [ /(—Re t )

<9r
X

X
Arp

(1—p*)1,1 {* (i-P *)*  ** -  j r  [ 1 -  ( ^ - ) ~г ] к )  , (16)

где Я»* (fcryi—(i*j е~т{Хг+Уг); w=0, 1, 2; С/(-R e  т) -  функция Хеви­
сайда равная единице при положительном аргументе и нулю — при отри­
цательном. Формулы (11) — (16) показывают, что звуковые поля диполь- 
пых и квадрупольных источников при больших значениях численного 
расстояния состоят из суперпозиции геометрических полей, дифракцион­
ных полей, которые соответствуют вторым членам в правых частях выра­
жений (11) —(16), и поверхностных волн (11В), описываемых в тех же 
формулах членами с функциями Ганкеля.

Нетрудно видеть, что при Re для выполнения условия |т |» 1  до­
статочно выполнение по крайней мере одного из двух условий: kr2 cos20 > l 
или |р |2/сг2>1. Рассмотрим ситуацию, когда источник и приемник доста­
точно удалены от поверхности так, что выполняется соотношение 
kr2 cos26 » l .  Согласно (11) —(16), звуковые поля диполей и квадруполей 
в этом случае определяются геометрическими полями. Принимая во вни­
мание дополнительные условия 2ку2<1, |р |2/сг2<1, для звукового поля 
вертикальных диполя и квадруполя (ось диполя и квадруполя перпенди­
кулярна границе), находим

(1) 2 ik
d t \

р»  ~ 2 у%

дуг *■ дуг 4я/ч

,ikr |

cos30 2Kri
,ikr |

+  ikfyii—ikrt)'
dr i eihr{

di/j 2лг,dy-г 1 v дУ> ’ v дУг’ ......... 4яг,
Следовательно, эффективность генерации звука вертикального диполя 
и вертикального поперечного квадруполя вблизи жесткой поверхности 
с конечным импедансом значительно уменьшается и поведение звукового 
поля принципиально отличается от поля ненаправленнего источника, ко­
торое в этом случае равно удвоенной прямой волне.
Перейдем к рассмотрению важного в практике случая, когда источник 
и приемник находятся вблизи податливой поверхности на больших рас­
стояниях друг от друга, так что выполняются условия: кг2 cos2 0<1, 
|[5|2Аг2» 1 . Из формул (11) — (16) нетрудно получить
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где D=(ik$r2 cos 0—1)p“2. Таким образом, при касательных углах падения 
и податливой поверхности звуковые поля дипольных и квадрупольных 
источников полностью определяются дифракционными явлениями и содер­
жат ряд особенностей, некоторые из которых мы далее рассмотрим.

Предположим вначале, что выполняется неравенство Re т<0, следова­
тельно, вблизи импедансной границы возбуждаются ПВ. В другой форме 
условие существования ПВ можно записать в виде

^  ( l+ p 1COS0)(pi +  COS0)
Р 2 < ----------- = 7 " ......... . , Р =  Р1 +  ф2.

sin 0 У 1+2^1 cos 0+Pi11
Отсюда следует, что импеданс поверхности должен быть упругого типа. 
Соотношения (17) —(22) показывают, что ПВ мультипольных источников 
являются цилиндрическими волнами, которые экспоненциально убывают 
при удалении от поверхности и распространяются вдоль импедансной гра-

' . с
1шцы с фазовой скоростью с„ =  Re---------. Поскольку в случае существо-

У1—р2
вания ПВ 1ш р<0 и всегда иредполагается Re р>0, то выполняется 
Im У1—£2> 0 . Отсюда следует, что ПВ экспоненциально затухает с увели­
чением расстояния от источника из-за потерь на границе. Если потери 
малы или вообще отсутствуют, как в случае Re (5=0, то амплитуда ПВ в 
направлении максимального излучения убывает по цилиндрическому зако­
ну и звуковые ноля диполей и квадруполей (17) — (22) определяются ПВ:

(2) гАг363 , „ дг
2 ду}

А!рР<3г>» Л _ И (1 _ ^)-л (.
(23)

p w д г \ 2
<>У)

Видно, что ПВ дипольного и квадрупольного источников не равна ПВ 
монопольного источника, умноженной на характеристику направленности, 
и обладает рядом особенностей. Так, например, ПВ вертикального диполя 
и вертикального продольного квадруполя не имеет характеристики направ­
ленности, а ПВ вертикального поперечного квадруполя имеет направлен­
ность горизонтального диполя (ось диполя параллельна границе). Кроме 
того, в направлении минимального излучения амплитуда Г1В горизонталь­
ного продольного квадруполя (ось квадруполя параллельна границе) убы­
вает с расстоянием по закону г~‘1г в отличие от /•“'’* для ПВ монопольного 
источника. Перейдем к рассмотрению энергетических характеристик ПВ. 
Полагая в (23) р = —гр2, р2>0, нетрудно определить суммарный поток 
энергии в ПВ, который равен:

W ^ = k % W K  w ,w  = *2(1+Р22) W w ,
(24)

W V 8
k’- { \ + ^ Y W w ,

< ,= 4 - ^ d + p i‘) 2^ >
о

h 2где W {0) =  —i - e " 2,<PlV2 -  суммарный поток энергии ПВ моиополя [9], о —
4р с * '

плотность воздуха.
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Рассмотрим отношение полного потока энергии в ПВ к мощности, из­
лучаемой тем же источником в свободном пространстве:

7<ЛГ)
*̂1. й....tjv

w !lV>vv *1» h....i.v
s S i .....i

(25)
.V

где Ои,ь,...9йх -  мощность мультипольпого источника УУ-порядка в свооодном
пространстве. Это отношение характеризует эффективность возбуждения 
ПВ мультиIюльиым источником А-порядка вблизи упругой поверхности. 
Определим мощность излучения дипольных и квадрупольных источников 
в свободном пространстве:

г (О m '
к2 С (2)1̂3 о(2) :*>j2 —

А4 (̂2) 
‘Этт24лрс’ J 120ярс’ 40лрс ’

где т=  1, 2, 3. Подставляя (24), (26) в соотношение (25), находим:

(26)

Li'' = ‘&$zLw , LY' = ^ - (  l + P ^ i '0», Ь £ = 5 & Ь " \С) 3
( 2 ) (27)

=  1 + ( W <0>, г (2) _ , (2)_
/ - / 1 3  — J j j j  — ^ ( 1 + ^ ) * L 10»,

О

где 1/0,=2яр2в“2Л1Ы/2 — эффективность возбуждения ПВ моиополями [9]. 
Из формулы (27) следует, что эффективность возбуждения ПВ мульти- 
иольными источниками возрастает при приближении источника к упру­
гой поверхности. Кроме того, эффективность возбуждения ПВ горизон­
тальными квадруиолями больше эффективности возбуждения ПВ гори­
зонтальными диполями, а эффективность возбуждения ПВ горизонталь­
ными диполями больше эффективности возбуждения ПВ моиополями при 
любом При полный поток энергии в ПВ мультипольпого источни­
ка значительно меньше мощности, излучаемой тем же источником в сво­
бодном пространстве. При этом эффективность возбуждения ПВ верти­
кальными диполями п вертикальными квадруиолями значительно меньше 
эффективности возбуждения ПВ монополями, горизонтальными диполями 
и горизонтальными квадруиолями. Предположим далее р2»1 , 2Аф2̂ 2^1, 
поэтому полный лоток энергии в ПВ мультипольпого источника значи­
тельно больше мощности, излучаемой том же источником в свободном про­
странстве. В этом случае эффективность возбуждения ПВ вертикальными 
квадруиолями больше эффективности возбуждения ПВ горизонтальными 
квадруполями. Аналогичная ситуация наблюдается и для дипольных ис­
точников. Отметим, что при р2̂ 1  эффективность возбуждения ПВ квад­
руполями значительно больше эффективности возбуждения ПВ диполя­
ми, а эффективность возбуждения ПВ диполями значительно больше 
эффективности возбуждения ПВ монополями. Полученный результат 
становится понятным, если вспомнить, что ПВ образуются в результате 
захвата неоднородных волн источника импедансной поверхностью и тем 
самым переносят звуковую энергию ближнего поля в дальнее. Так как 
интенсивность ближнего поля квадруполя всегда больше интенсивности 
ближнего ноля диполя, то и переносимая звуковая энергия ПВ квадру­
поля должна быть больше звуковой энергии переносимой Г1В диполя. 
Таким образом, вблизи упругой границы эффективность возбуждения 
ПВ мультипольными источниками А-порядка может значительно превос­
ходить эффективность возбуждения МВ ненаправленными источниками. 
Поэтому замена реального направленного источника звука моделью не­
направленного источника может приводить к значительным погрешно­
стям при расчете звукового поля вблизи упругой поверхности.

Предположим далее, что ПВ вблизи импсдапсных границ малы или не 
возбуждаются вообще. Звуковые поля в этом случае убывают с расстояни­
ем по закопу г-2 и вблизи импедансной границы наблюдается избыточное 
ослабление. Вводя в выражения (17) — (22) нормирующие множители
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1

(ik) \  (—к2) \  звуковые ноля динолей и квадруполей могут быть запи- 
сапы в виде

р '1) „ (2 )^ 3  (*,+»,) е>к'г 
I  2 2  ---------

„(2) 
1 &

дуь1 ik$ 2яГ,3

О У> У 3

,р - ( - Р ) ‘ р " ‘ +
(*.+».) eikTl

г&р 2nr,3

ГДО Р<°>
D е#йг.»

(28)

/X
г/с 2 л г2- —звуковое поле монополя [8]. Для |р | —̂ 1 интенсив­

ность поля вертикального диполя и вертикального поперечного квадру- 
поля сравнима с интенсивностью поля мононоля. Дифракционные поля го­
ризонтальных диполей и горизонтальных квадруполей получаются про­
стым умножением поля монополя на соответствующие характеристики 
направленности. Звуковые поля продольных квадруполей в направлении 
минимального излучения убывают с расстоянием по закону г~3 в отличие 
от г"2 для монополя.

Перейдем к рассмотрению звуковых нолей дипольных и квадруиоль- 
иых источников при умеренных численных расстояниях. Нетрудно пока­
зать, что |т|*£1 при kr2>  1, если выполняется условие |(£2—cos20)/sin20 |<  
<1. Пренебрегая в соотношениях (5) —(10) величинами порядка 
0[l/(fcr2)2], получаем более простые, однако менее точные формулы:

— ik

дг р/'Чт) е /кг*

()l)i (cos 0 +  JJ) 2ягг ’ 
PV ( т)

(cos G+ji) 2л7*2 ’

Ф22
(cos 0+Р) 2л/-2 ’ 
дг $2F(  т) eSkr*
ду$ (cosO+p) 2л/*2 ’

дг
p \ V  »  ф ,132)-  к 2 (1  - р 2)  ( — )  (

'  д у г ' '  ду3/ (cos0+p) 2яг2) т  т)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

( с о з 0 + р ) 2 я г
дг рР(т) !hr2

+  l* V l-p !
^ ’(т) ,|Лг2

2 (cos 0+Р) 2лг22
(34)

где т ] / - | Ч со5 0-Н>).
■*?«...... .

Следовательно, при умеренных значениях численного расстояния зву­
ковые поля мультипольных источников состоят из суперпозиции геомет­
рических и дифракционных полей, которые соответствуют вторым членам 
в правых частях в формулах (29) —(34). В случае жесткой поверхности 
|P|<cosO и звуковые поля мультиполей определяются геометрическими 
полями. При cos0<|[J|, когда выполняется дополнительное неравенство
2к Х2У2

Г-1 <  1,геометрические поля в (29) —(34) стремятся к нулю и звуко­

вые поля принимают вид

p j l)* i k ( i - F ) ' ,,JT - P i0\  Рз1'« - г ш * " ’, р
гЬ/>
дг (*) ( 2 )

22 Л2р2Л<°),

854



(35)P f  ~A2M l- p 2)v' 4 r- /,(0). (dyi --• - ,вг) ( £ И
p l ? ~ - k * ( l - F )  (— ) P (0, +  t* V l - ^

d y i ' x 3y
[} / '(t ) 6' /ft r?

где
ду>

p w

(cos 0+p) 2n>'z ’
PP( x) ,*Лгг

(cos0+p) 2лг2
— звуковое ноле монополя [8]. Вводя в выражение (35) нормирующие 
множители (—fcz)“l, нетрудно определить, что интенсивности зву­
ковых полей вертикального диполя и вертикальных квадруполей значи­
тельно меньше интенсивности поля .монополя. Звуковые поля горизон­
тальных диполей и квадруполей могут быть приближенно найдены из 
поля моиополя умножением на характеристики направлен мости. В на­
правлении минимального излучения горизонтального продольного квад- 
руполя звуковое поле убывает по закону, отличному от закона спадания 
поля монополя.

В заключение отметим, что согласно акустической аналогии Лайтхил- 
ла источники шума аэродинамического происхождения (воздушный випт, 
реактивная струя и т. д.) можно представить как совокупность диполь­
ных и квадрупольных источников, распределенных по некоторой ограни­
ченной области. Поэтому знания равномерных асимптотических прибли­
жений звуковых полей дипольных и квадрупольных источников позволя­
ют довольно простыми средствами проводить расчет акустических харак­
теристик сложных распределенных по некоторой области направленных 
источников вблизи локально реагирующей поверхности [10] с учетом 
дифракционных явлепий.
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