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АНАЛИЗ НЕСТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА 
ПЬЕЗОПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ МЕТОДОМ

КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Введены многомерные импульсные характеристики, описывающие 
нестационарные колебания пьезопреобразователей произвольной геомет­
рической формы. Разработана методика их расчета па осиове метода 
конечных элементов. Приведены примеры результатов численных рас­
четов.

Импульсному режиму пьезонреобразователей иосвящепо большое ко­
личество работ, обзор которых приведен в [1]. В подавляющем их боль­
шинстве ограничиваются одномерным приближением, существенно упро­
щающим теоретический анализ. Импульсный режим иьезопреобразовате- 
ля обычно описывается импульсной характеристикой, понимаемой как 
его реакция на воздействие в виде б-функции. При этом предполагается, 
что как акустическое воздействие, так и акустическая реакция по всей 
активной поверхности распределено равномерно. Однако в случае пьезо- 
элементов конечных размеров, особенно для преобразователей с ярко вы­
раженными неоднородными физическими свойствами, такое приближе­
ние оказывается слишком грубым.

Настоящая работа посвящена обоснованию характеристик, описываю­
щих динамику пьезонреобразователей конечных размеров и разработке 
методики их расчета.

Рассмотрим пьезоэлемент произвольной геометрической формы, по­
крытый любым числом Na электродов Э„. Излучающая или принимающая 
поверхность, в дальнейшем называемая активной, в общем случае может 
не совпадать с областями, покрытыми электродами.

В режиме излучения структура возбуждающего электрического поля 
определяется распределением элементарных зарядов на всех электродах. 
При изменении соотношений напряжений на электродах меняется струк­
тура электрического поля в целом. Обычно отношение напряжений па 
электродах задается внешними электрическими цепями включения, кото­
рые можно представить мпогоиолюспиком Мт, имеющим один вход и 
выходов (фиг. 1). Тогда в динамическом режиме преобразователь может 
быть описан многомерной импульсной характеристикой, понимаемой как 
совокупность импульсных реакций gP(sm, t) отдельных точек активной 
поверхности на б-импульс электрического напряжения, подаваемого па 
вход многополюсника Л/в;>. В зависимости от конкретных условий под 
импульсной реакцией понимается временная зависимость р-й компонен­
ты колебательного смещения ир, колебательной скорости йР или упругого 
напряжения Тр (р=1, 2, 3). Из-за физических ограничений как расчеты, 
так и измерения этой характеристики могут быть проведены для конеч­
ного множества пространственных точек sm и моментов времени t, (пг= 
= 1 ,AT; /= 1 ,£ ) , поэтому характеристику можно представить в виде 
матрицы

Размерность импульсной характеристики определяется размерностью 
рассматриваемой выходной реакции. Например, в случае колебательной

К а ж и с  Р . - i / .  /О., М а ж ей к а  Л . Ю.

(1)
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скорости йр размерность импульсной характеристики [Gp]u равна [m/c-bj. 
Многомерная импульсная характеристика (1) позволяет получить рас* 
нределение нестационарных колебаний на активной поверхности при воз­
буждении произвольным электрическим сигналом U(t):

(2)
Ja-1

где At — шаг дискретизации по времени.
В режиме приема многомерная импульсная характеристика [G*p]„ 

определяется как совокупность электрических потенциалов ({>*=£*?($m, t) 
на к-м электроде, получаемым при возбуждении поочередно б (sm, t) -им­
пульсом p-то компонента упругого напряжения Тр дискретного мыожест-
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Фиг. 1. Структурная схема пьезопреобразователя про­
извольной геометрической формы: 1 -  многополюсник 
внешних электрических цепей, 2 -  возбуждающее 
электрическое напряжение, 3 -  реакция излучателя 
дир(хх, t)/dt, 4 -  возбуждающее воздействие пьезопри­
емника Tp(xi, t), 5 -напряжение па электродах пьезо-

приемника

ва точек sm (тп=\,М) активной поверхности. Такая характеристика оп­
ределяет чувствительность каждой заданной точкп активной поверхно­
сти, а ее размерность равна [в/Па]. Электрическая реакция преобразова­
теля на произвольное акустическое воздействие Tp(sntJ I) определяется 
выражением

3 м

Ф* =  I j  £ j  Y i  [Gfcp] (s"> t - Ш ) . (3)
p — i T»«*l 1= 1

Поскольку импульсные характеристики [Gp]u, [Gfcp]„ определяются 
только свойствами преобразователя и нагрузки, то они могут быть рас­
считаны заранее и использованы многократно при определении реакции 
на воздействие произвольной временной или пространственной формы. 
Это исключает необходимость решения каждый раз полной краевой зада­
чи, что существенно сокращает объем вычислений. С другой стороны, 
введенные импульсные характеристики могут быть определены и экспе­
риментально.

Применение одномерного преобразования Фурье во временной обла­
сти к импульсным характеристикам [Gp] n, [G*p]n позволяет получить со­
вокупность частотных характеристик для множества точек sm активной 
поверхности. Соответственно применение двумерного или трехмерного 
преобразования Фурье в пространстве п временной области дает про­
странственно-частотную характеристику преобразователя. Пространствен­
ная импульсная характеристика песет большой объем информации, для 
сжатия которой необходимо определить минимальное число пространст­
венных точек и времепньтх моментов.

Однако необходимо иметь в виду, что временная и пространственная 
дискретизация задачи приводит к появлению соответствующих погреш­
ностей. Значение пространственной импульсной характеристики в произ­
вольной пространственной точке s в момент времени t выражается сле­
дующим образом:

М  I .

gp" (М ) =  X l  X l  (S“’ г‘) D (s-Sm) В ( t - t ,) , (4)
1 / = !
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где D(s—sm) — пространствеиная интерполирующая функция, В(1—и) — 
временная интерполирующая функция. Определить минимальное необхо­
димое числб точек пространственной М  и временной дискретизации L 
можно на основе теории двумерных цифровых фильтров [2]. Как извест­
но, однозначно восстановить функцию t) в заданный момент време­
ни U по ее дискретам можно только в том случае, если ее двумерное пре­
образование Фурье при пространственных частотах (йХр̂ 2л /& хр, р = 1,2,3, 
равно нулю. Используя свойство Фурье преобразования свертки двух 
функций, из выражения (4) получаем:

ST[gp*(s, t)]=ST[gp(sm, tt)]&~[D(s) ], (5)
где

со оо

(*)е j ^ XiX2+0ŷ X?)dxdy  — двумерное фурье-преобразование, х ^ х г —
—оо оо

пространственные координаты, сщоь — пространственные частоты соот­
ветственно по направлениям осей я, и х2, /= ]/—1. Аналогично получаем 
и для временной дискретизации, с той разницей, что фурье-нреобразова- 
ние одномерное. Таким образом, частотный спектр пространственной им­
пульсной характеристики &~[gP(s, 0 ]  зависит как от спектра самого 
ультразвукового ноля gp(s, t), так и от пространственно-частотных харак­
теристик интерполирующих функций 3T[D(s) ] и ST[B(t) ].

Следовательно, при расчетах пространственных импульсных характе­
ристик применение интерполирующих функций действует как простран­
ственно-временной частотный фильтр и соответственно вносит свои по­
грешности, для уменьшения которых необходимо согласовать шаги про­
странственной и временной дискретизаций. Получить пространственные 
характеристики [Gp] и [Ghv] можно путем решения трех- или двумерных 
краевых задач. Наиболее подходящим и универсальным из численных 
методов является метод конечных элементов, который применялся для 
исследования только стационарного режима пьсзопрсобразователей [3,4]. 
При использовании метода конечных элементов вся исследуемая область 
разбивается на элементы, в каждом из которых неизвестные величины 
колебательных смещений ир и электрического потенциала <р выражаются 
следующим образом:

ф = £  ЛГф'=[ЛЧ[Ф], (6)
г

UP=  X ,^ V = [ ^ ] [ C / P], (7)

где г2, &*} — узловые точки, принадлежащие элементу, п — число
узловых точек в элементе, N{ — интерполирующая функция формы, 
ир\  ф? — колебательное смещение и электрический потенциал в i-й узло­
вой точке, д=1, 2, 3.

Можно показать, что пространственно-временные распределения по­
лей иР и ср получаются путем решения матричного дифференциального 
уравнения [ 5]:

К"'] j К:р 1| ( ф 1 '  л 00 J А"р 1 & 0 0

К р01 к рр J
+ а ро ! м рр _ dt2 UP T v

где ГА00] , [Ар0] =  [А0р] *, [Крр] — подматрицы, образующие матрицу [К] 
и зависящие от диэлектрических, пьезоэлектрических и упругих свойств 
материала, знак * означает транспонирование, ГМрр] — матрица масс. 
[Л00], [Л0р] =  [Ар0] ‘ — нулевые подматрицы, {6} — вектора, опреде­
ляющие плотность электрических зарядов и компонентов внешнего упру­
гого напряжения в узловых точках па поверхности преобразователя, р= 
=  1,2,3.

807



Фиг. 2. Пространственная интерполирующая функция для линен- 
ных треугольных конечных элементов (а) и ее пространственная

частотная характеристика (б)

Элементы матрицы [/£] вычисляются путем суммирования 
отдельных конечных элементов

К а "  =
г

где z ^ { z h z2, . . . z Nt} — номера конечных элементов с узловыми точками i  
и Nz — общее число элементов.

В приведенной формулировке не было наложено никаких ограничений 
на размерность решаемой задачи. Она в основном ограничивается ресур­
сами используемой ЭВМ и геометрией исследуемых пьезопреобразовате­
лей. Во многих случаях размеры преобразователя в направлении одной 
координатной оси значительно превышают размеры по другим осям. 
В частности, такой случай характерен для мпогоэлемеитных сканирую­
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щих решеток. Это позволяет ограничиться двумерным приближением. 
При этом направления осей введенной системы координат х%, хи х3 в об­
щем случае могут и не совпадать с направлениями кристаллографических 
осей. Допустим, что в направлении координатной оси х3 преобразователь 
является бесконечным. Тогда электрический потенциал и колебательные 
смещения не зависят от координаты х3, т. е. д<р/дх3=0, dajdx3=0 , 
диг/дх3=0.

При использовании двумерных линейных конечных элементов тре­
угольной формы функция формы равна

N< =
dt+b&i+CiX s

Ltet
где

& ' = Х ц " Х ц " ' — Х ц ' " Х ц ” , b c = x 2i’— x 2i’" ,  C r ^ x w ' — Х ц

* x Ui x2i — координаты i-н узловой точки, i \  i", i "  — номера
1 x *

D e t=  1
1 Хй”

узловых точек, принадлежащих данному конечному элементу. 
Введем обобщенный вектор неизвестных

(Ю)

где
viP |  V i+ p s \ Р = 0 ,

Vi+psy= u p'i Р~  1»2,3,
N  и i — соответственно общее число и номера узловых точек. Тогда эле­
менты матрицы [Л] определяются четырьмя индексами:

=  K ^ ^ + H y P \ i " + N J P ' ^  * (И )
Вклад m-го конечного элемента с узловыми точками i и /  в матрицу 

[А] в случае пьезоматернала произвольной кристаллографической струк­
туры определяется выражениями:

—  С и а ^  С\3а 2~̂ ~сЛ1(13-\-Сбъа ь,

К \\ 'ш  =  с15я«+с14я2+св5л3+св4а4,

А'гс-х =  св1а,+ сввл2+ с21л34-с2ва4,

22A i ' i "  х  =  сввЯ \ ^ ~ C % 2 a 2 \ m

K'*I", =  C65«i+Ce4fl:+C:ifl3+C:ifl„

K r \" z  =  с м а , + С з 1)я 2+ с , 1Я з + С 4 ва , ,  

K ,~ f .  =  c 5e f l i + c 52a 2+ c tl, f f 3 + c 1=a t , 

K r i " ,  =  с„а ,+ с5,й;+ с1:,аз+яиаи 

K r v z  =  - (e„ fl,+ e„a2+e2la3+e2eat),

=  — (е|вя ,+ е12а2+е2»я3+е22а.),

=  — (e.sfl.+eua.+e.jflj+eei),

KrV-: =  — (еиа,+е2,а2+е1аа3+е1еа ^ ,

SO!)



K 2i'i"z =  — ( е ^ + е ы а г + е п а ь + е г г а ь ) ,  

К-i'i''z =  15^1 ^25^2“^ ^  1 4^3 \~CvAu) 1

Ki'i"z  ( f i l i a l ”ЬБ22Я4)  i

где a,=Z>i'£v'/2 Dot, a2=&i'Cf"/2Det, ал=с{'Ь̂ >/2Det, a4=*VC<”/2Det, cy,
— действующие значения упругих, пьезоэлектрических и диэлектриче­

ских постоянных в выбранной системе координат. Как было отмечено 
выше, выраженная система координат в общем случае может не совпа­
дать с кристаллографическими осями. Тогда действующие значения по­
стоянных получаются с помощью известных формул преобразования тен­
зоров соответствующих постоянных [5]. Поскольку в каждом конечном 
элементе может быть задан свой набор постоянных, поэтому можно моде­
лировать пьезопреобразователи с неоднородными физическими свойст­
вами.

При увеличении степени симметрии материала часть коэффициентов 
К v'i’fz становится равной 0. Выражения коэффициентов для пьезомате­
риала гексагонального класса симметрии C6v приведены в работе [6].

Приведенная методика построения конечноэлементной модели спра­
ведлива для преобразователя произвольной геометрической формы в дву­
мерном приближении. При расчете динамических характеристик конкрет­
ного преобразователя необходимо задать граничные и начальные усло­
вия. Для механически свободных границ принимается 7У=0. Если актив­
ная поверхность преобразователя нагружена твердым телом, создается 
общая копечноэлементная модель, состоящая из нескольких частей: обла­
сти пьезоэлемента и областей нагрузки, демпфера и других элементов 
конструкций. Узловые точки, расположенные на границе этих областей, 
принадлежат элементам каждой из соприкасающихся областей. Это соот­
ветствует жесткому, исключающему проскальзывание, соединению пьезо­
элемента с элементами конструкции и нагрузки. Кроме того, предполага­
ется. что на поверхностях, непокрытых электродами, пет свободных заря­
дов. т. е. 0=0, где г2...*п0}, г —номера узловых точек, не принадле­
жащих электродам.

Начальные условия определяются режимом работы преобразователя. 
В режиме излучения обычно заданными являются значения электриче­
ского потенциала ср' на электродах г2. .Л„э }, что эквивалентно
возбуждению генератором напряжения. При расчетах многомерной им­
пульсной характеристики возбуждающим сигналом является б-импульс 
электрического напряжения.

При расчете многомерной импульсной характеристики в режиме прие­
ма в качестве воздействия используется б-импульс мехапического напря­
жения 7у  в заданной узловой точке /, принадлежащей принимающей по­
верхности.

Матричное дифференциальное уравнение может быть решено методом 
суперпозиции мод и методом прямого интегрирования [7]. При анализе 
коротких переходных процессов более удобным является второй метод.

Результатом регаепия уравнения (8) являются значения электриче­
ского потенциала и колебательного смещения в узловых точках конечпо- 
элементпой модели в моменты времени Дt, 2&t,. . .   ̂L&t. Значения элек­
трических и акустических полей в других точках получаются, используя 
интерполяционные функции. Применяемая интерполирующая функция 
формы и ее прострапственная частотная характеристика представлены 
на фиг. 2.

Из представленных результатов следует, что копечноэлементная сетка 
действует па распространяющиеся волновые поля как пространственпо- 
частотный фильтр с пространственными частотами среза /*,=2/УЗДя,, 
/.Г:=1/Д:г2, где Дя,, Ах2 — размеры конечных элементов по координатным 
осям и х2 соответственно. Составляющие поля с более высокими про­
странственными частотами будут подавлены. Размеры элементов сетки в
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•Фиг. 3. Сечение цилиндрически 
вогнутого пьезоэлемеита

Фиг. 4. Пространственная импульс­
ная характеристика цилиндрически 
вогнутого пьезоэлемента: « -н о р ­
мальная составляющая колебатель­
ного смещения из, б -  тангенциаль­
ная составляющая колебательного 

смещения и2
Фиг. 3

-  7
Uг  , Ю ММ

U3JO

5  t . M K C

Фиг. 4

-случае анизотронического пьезоматериала должны быть различными и 
определяются соотношениями

A xz= vj2 faar, (13)
где vXl, —скорости распространения наиболее медленных воли в на­
правлениях х и х2; /тах=1/2Д/ — максимальная учитываемая частота в од­
номерном преобразовании Фурье по времени искомой функции v(xh х2, t). 
Таким образом, период временной дискретизации At и размеры конечных 
элементов Ахи Ахг взаимосвязаны и не могут задаваться произвольно. 
Кроме того, проведенные численные эксперименты показывают, что дли­
тельность возбуждающего воздействия должна быть согласована с перио­
дами пространственной и временной дискретизации. Минимальная дли­
тельность возбуждающего воздействия должна быть

ГМ1,„^2Д;г/уМШ1, (14)
где Ах — максимальный шаг пространственной дискретизации, уМИц — 
скорость распространения наиболее медленных электроакустических волн.

Для расчета динамических характеристик но предложенной методике 
была разработана система программ. Система включает программы авто-

Залисимость используемых ресурсов ЭВМ 
ЕС-1033 от числа точек конечиоэлементной 

модели продольно поляриаонаиного 
преобразователи

Ч и с л о  у з л о в ы х
т о ч е к

О п е р а т ш ш а я  
п а м я т ь ,  к б а й т

В р е м я  р а с ч е т а  
о д н о г о  м о м е н т а ,  

м и н

100 2 2 0 2
2 0 0 3 6 0 7
3 0 0 5 1 0 1 7
4 0 0 6 4 0 / .0

матической дискретизации исследуемой области на треугольные конеч­
ные элементы, введения физических свойств материала и граничных ус­
ловий, решения системы линейных уравнений методом сопряженных гра­
диентов и вывода результатов. Более детально алгоритм решения описан 
в работах [6, 8].

Зависимость используемых ресурсов ЭВМ ЕС-1033 в разработанной 
системе программ от количества узловых точек представлена в таблице.
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_ ® качестве пРимеРа были рассчитаны двумерные импульсные харак- 
теристини в режиме излучения пьезоэлемента с цилиндрически вогнутой
= Л ВеРХН0СТЬЮ’ изобРаженп°го на фиг. 3. Такие пьезоэлементы по 

ИрОКОе распространение в ультразвуковой дефектоскопии при 
формировании коротких импульсных сигналов. Однако разработанная 
теория основывается па одномерном приближении и не определяет доста­
точно полно их динамические характеристики. Поэтому задача исслецо- 
' а™я таких пьезопреобразователей в двумерном приближении с помощью 
конечноэлемептнои модели является весьма актуальной. При расчетах 
считалось, что вогнутая область заполнена оргстеклом, а преобразователь
б ш Г 2 Т - Т г Н- 0 абРУЖеИ- ШаГ пР°стРаиственной дискретизации был вы 
оран л х 2—и,Ь мм, а шаг временной дискретизации Д£=0.2 мне Чис-
ло узлов конечноэлементной сетки равнялось 250. В расчетах использо­
вались численные значения постоянных керамики ЦТС-19. Принималось
а'мшгит^гпГГнаТрЛЬ В0УбуЖДаетСЯ ИМПУЛЬС0М длительностью 0,2 икс и амплитудой 1 В. Результаты расчетов представлены па фиг. 4 а б

П0ЛУченных результатов следует, что разработанная методика рас­
чета позволяет получить импульсные характеристики неоднородных 
структур конечных размеров, в полной мере описывающие нестационар­
ные колебания заданных областей поверхности. Это в свою очередь созда­
ет предпосылки для оолее точного расчета акустических полей, излучае- 
мых в окружающую среду в импульсном режиме.
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