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ГЕНЕРАЦИЯ НИЗКОЧАСТОТНЫХ КОМПОНЕНТ СПЕКТРА 
В ПУЧКАХ ШУМОВЫХ ВОЛН ВЫСОКОЙ ЧАСТОТЫ

Л а п и д у с  Ю . Р . ,  Н о в и к о в  В .  К .

Рассматривается процесс генерации сигнала высокочастотным шу­
мом. Вводится понятие передаточной функции, позволяющей определить 
спектр генерируемого сигнала по известному шумовому спектру на из­
лучателе. Проводится сравнение полученных результатов с экспери­
ментом.

Одно из важнейших преимуществ параметрических антенн (ПА) по 
сравнению с обычными — их широкополоспость, т. е. возможность генери­
ровать акустические сигналы с широким спектральным составом или из­
менять частоту генерируемого сигнала в широком частотном диапазоне 
в процессе работы излучателя. Спектр излучаемого низкочастотного сиг­
нала однозначно связан со спектром функции модуляции и статистикой 
шумовой полны накачки. Общие закономерности процессов излучения ПА 
детерминированных сигналов исследованы в работе [1]. В [2—5] проана­
лизированы спектры мощности низкочастотного шума генерируемые 1IA. 
Однако в этих работах при анализе шумовых сигналов использовались мо­
дели фактически не учитывающие дифракцию воли накачки, что сужает 
область практического применения полученных результатов. Заметим, что 
в [5] использована модель сферических пучков, отражающая реальное 
ослабление накачки из-за ее расходимости.

В данной работе рассматривается подход к решению статистической 
задачи в теории ПА на основе уравнения Хохлова-Заболотской-Кузнецова
[1], которое описывает как нелинейные, так и дифракционные эффекты.

Если нелинейность в волне накачки проявляется слабо, можно решать 
уравнение методом последовательных приближений [1]. Считая пучок 
аксиально симметричным, для низкочастотного сигнала получаем общее 
выражение, учитывающее дифракцию и затухание высокочастотной (ВЧ) 
волны:

Здесь z н г — продольная и поперечная координаты; с0 — скорость звука, 
р0 — плотность среды, е — нелинейный параметр, т= t—zlc0 — время в со-

а Р (1)(т, z, г) — давление в волне накачки, определяемое из линейного урав­
нения теории дифракции. Решение (1) удобно для использования в целом 
ряде задач при учете как регулярного, так и случайного характера моду­
ляции. Достоинством (1) является произвольное распределение поля на 
излучателе по времени и поперечной координате.

Используя решение (1). начнем анализ статистических характеристик 
сигнала с наиболее простого случая, когда дифракцией волны накачки 
можно пренебречь:

провождающей системе координат,

р (1)(т, z, r ) = p 0(x )/(r)e x p (-a 0z).
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Здесь а 0 — коэффициент затухания ВЧ волны. Для стационарных стати­
стических процессов спектр записывается в виде:

-2.. 2 \ 2
. .  ---- -----------------  (3>

4с0 ро
Здесь со0 — характерная частота накачки, а — размер излучателя,

+ оо

S0 (й) =  77-  j  <Р0* (i+ т) Ро2 (г) > exp (■- гйт) dx.

S(2>(Q, z,r) =  * F (Й, z, r) 4S0 (Q)

2л,— QO

Важным свойством решения (3) является его представление в виде про­
изведения двух функций, одна из которых определена спектром S0 волны 
накачки, а другая характеризует искажение спектра в процессе распрост­
ранения волны. Такая форма решения существенно упрощает спектраль­
ный анализ сигнала. Поэтому целесообразно, как это делалось в работе
[4], ввести понятие передаточной функции. Как видно из формулы (3), 
она пропорциональна отношению спектров сигнала и квадрата огибающей 
волны накачки.

При отсутствии дифракции ВЧ волны для передаточной функции из 
формул (1), (2) получаем:

г - ( — У  I j  ( Г ') г 7 . ( “ = ! )  X'  асо0' 1 п z п '  c0z '

X expl —iQI . ^ + ( г ' ) 2Ь , | 2 (4)

В частном случае недифрагирующих пучков накачки с гауссовым аксиаль­
ным распределением /(г )= ех р (— гг/а2) из (4) имеем:

F = tv Sexp[2a0la(y—zn) —ir2n/a2(i/+in)] 2 
-------- *■-----------;----------------------- ----  а и

У+in
(5)

Здесь обозначили zR=z/lK расстояние в единицах дифракционных длин 
(Z;l=(o0a2/2cn), п=£1/2<до — отношение частот сигнала и накачки. На малых 
расстояниях г< Ь д=Й а2/2с0 функция (5) ~ п \  При удалении от излучателя 
начинает сказываться дифракция сигнала, что приводит к более быстрому 
нарастанию функции F с увеличением частоты Q. На больших расстоя­
ниях (по сравнению с длиной затухания волны накачки, г » / ;|) передаточ­
ная функция (5) пропорциональпа п’\  Удобно анализировать зависимость 
от частоты, сравнивая ее с зависимостью в зоне z»/*, т. е. рассматривая 
функцию F/n\  Зависимость этой функции от частоты показана на фиг. 1 
штриховыми кривыми.

Теперь рассмотрим более общую задачу с учетом дифракции ВЧ волны. 
Предположим, что на входе задан случайный процесс:

P{i)(z= 0; г, т )= Л (T)/(r)cos(ro0T+<p(T)). (6)
Здесь А ( т) и <р(т) стационарные случайные процессы. Если решение ли­
нейного уравнения, описывающее поведение поля накачки, с граничным 
условием P (1)(z = 0, г, т) =/(/*) cos ((о0т+ср) имеет вид P{i)(z, г, т) =  
=/?(z, г, G)0)cos fa)nT+cp—i|)(z, г, со0) ] то, учитывая узость спектральной 
линии волпы накачки (6), с точностью до членов ~Й/со0 получаем:

P (,)(z, Г, Т )=R{z,  Г, (О0)Л (l)cos [(OoT —if(z, г, (о0)+<р(£)], (7)
где |= т —дур/д(й0- Усредняя полученное решение, имеем:

(P(i))2=0y5A2 ( т —<9Tf/3coo)i?2(z , г, соо) (8)

Так как (8) но зависит от <р(т), то видно, что в рамках данного прибли­
жения флуктуации фазы ВЧ генератора не сказываются на НЧ спектре.
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(Din*. 2
Фиг. 1. Зависимость передаточной функции FH=[4nk)~ lF от частоты на оси пучка 
(ш0=2,5 мГц; а=0,1 м). Штриховые кривые построены без учета дифракции ВЧ 
волн, сплошные-в общем случае. Кривые 1, 2, 3 соответствуют zrt= 1,2; 3,6; 40,8)
Фиг. 2. а -В и д  спектра волны накачки [6] и функция аппроксимации, 6  -  вид низ­
кочастотного спектра полученный экспериментально (z=l,25 м) и расчетная кривая
Фиг. 3. Спектр сигнала на оси пучка (о)0=2,5 мГц; а=0,1 м; Д=50 кГц; Ро=104 Па) 
на расстоянии z=3 м от излучателя. (о)0/уД а )2£. 1 -  слабое проявление нели­

нейности а=2.5104 Па, 2 -  сильное о=5106 Па

Здесь надо отметить, что из-за дифракции фазовые флуктуации волны 
накачки переходит в амплитудные [5] и начинают оказывать влияние на 
НЧ спектр. Однако, этот эффект имеет порядок ~£2/а>0 и в дальнейшем 
им будем пренебрегать.

Общее решение для 114 спектра запишется по аналогии с формулой
(3). Функции, входящие в (3), для данного случая определяются в виде:

F = ( I  r7?2(z^r^cDo)exp[-tQ(д1|>(z,,r^Юo)/ЗcDo+
x '  I 0 z -z  0

, r2+ ( r ') 2 \~ \ , (  Qrr' \ л , | *
+  2^ = 7 ) ) У Л Т 1 7 = 7 Г ) dr I •Со (z -z  )

00

450(Й) = тг- J <AHt+x)-A(t)>exp(-iQx)dx.

(9)

(Ю)
— оо

Передаточная функция (9) справедлива для любого стационарного 
узкополосного процесса вида (6). Для гауссова пучка /(г)= ех р (—гУа2)
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функции R2 и dtyfdtoo имеют вид:
Д*=(1 + 2д2 ) - 1  схр [—2 а 02 —2 г2/а2(1 + 2д2) ] (Н )

'Д
ди>0 (1+z„2) g>„

Подставляя (11) в (9), получаем
2г2

U - ? '  Щ
\ а2 i + z j f

Г 2/*2 m (1 +  i(/rc)
У +  in (1 +  z„f/) ]

U 2 д  — у +  in (1 +  z^y) dy (12)

Интересно отметить, что выражение типа (12) было получено в задаче 
генерации 114 спектра *> гауссовом пучке регулярным ВЧ сигналом [1]. 
Однако в работе [1] формула (12) имела другой физический смысл и не 
рассматривалась как передаточная функция.

Интеграл (12) на оси можно выразить через интегральную показатель­
ную функцию:

V'У
rV*

г. s ex p [-4 a0z/(l+re2z / )  ]
F ~ n --------- S v ---------- 'Е .(

—2а0/дш(1-Н2дгс) (1+2д2) 
1+Лд*

~ Е\
—2а01л [ гд (1—пг) + in (1 +z^)

1+п  гд2 )
)

(13)

На фиг. 1 сплошными кривыми показан ход зависимости передаточной 
функции (13) от частоты.

Проведем сравнение полученных результатов с экспериментальными 
данными. В работе [6] приводится описание эксперимента по получению 
широкополосного шума при помощи параметрического излучателя. Харак­
теристики излучателя были следующими: диаметр 20 мм, резонансная ча­
стота /О=2050 кГц. Средняя мощность излучения составляла 0,3 Вт/см2. 
На фиг. 2, а показан вид спектра волны накачки па излучателе. Этот спектр 
будем аппроксимировать функцией £=Ф(со—о)0)+Ф  (со-Ьсо0) где Ф(<о) =  
=C [(W A )2+d] exp [ —(со/А)2]; С= 8400 На2/Гц; Д=300 кГц; d=0,05. 
Предполагая, что шум — нормальный случайный процесс, находим спектр 
квадрата огибающей волны накачки:

s 0 =  ] / у  С2Д [ У2л (2+4d) 2а (Q/Д) -  (3+8d+16£P- (2-4d) (ОМ)

+  (Й/Д)‘)ехр[—0,5(£2/Д)2]]. (14)
Для качественного анализа процесса можпо предположить, что попереч­
ное распределение поля на излучателе гауссово, тогда для передаточной 
функции справедливо (13). Пренебрегая затуханием волны накачки 
(в эксперименте 2a„z<0,3) для передаточной функции имеем:

1+Z 2 1
ю а * ' Ы п ) \-  (15)

Вид низкочастотного спектра, полученного в эксперименте, и расчетный 
спектр на оси показаны на фиг. 2,6. Как видно, даже грубая модель дает 
качественно верные результаты.

До сих пор пренебрегали нелинейными искажениями ВЧ волны. Одна­
ко, в целях повышения уровня низкочастотного сигнала приходится уве­
личивать амплитуду волн накачки до значений, когда нелинейные иска­
жения становятся существенными. Так как сильная нелинейность при­
водит к появлению ВЧ гармоник достаточно больших амплитуд, то решат], 
уравнение Хохлова-Заболотской-Кузнепова методом последовательных 
приближений по числу Маха нельзя. Воспользуемся методом усредне­
ния [ 1 ].

Этот метод дает решение, совпадающее с (1) с точностью до замены 
р<о_*.р^ где р м — в ч  компонента ноля давлений. Если пренебречь диф-
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ракцией ВЧ волны, то Р0 можно определить из уравнения Бюргерса. Чис­
ленные методы позволяют провести точный анализ спектра, но качествен­
ные результаты можно получить на простой модели [1J. Пусть (6) гранич­
ное условие для Ра, тогда согласно этой модели:

P J  (z, т, г)

где zp — координата образования разрыва. Для случая z » z p из (1) 
(Р^-ь-Ро) и (16) получаем:

- {
0,54* (т)/* (г)
О,5(с03ро/гео>0)

zs£z,
z>z (16)

р*

со
1

2nc0o)0z 3xz о -i 11—JT

з/де сь Г ,= т + j/гг /c0z -  [ г2+ (г ) 2 ] /2c0z.
Используя (17) можно определить передаточную функцию F и спектр 

*S0, входящие в (3)

со

<А (t+T;)A(t) >exp(—iQT)dx.

Таким образом в области z> zp нелинейное затухание приводит к зависи­
мости низкочастотного спектра не от квадрата функции огибающей, а от 
огибающей ВЧ сигнала. Аналогичные результаты можно получить, исполь­
зуя вместо (16) более полную модель [5].

Для гауссова поперечного распределения передаточная функция (18) 
упрощается:

/  Q \ 2/ 4с04р0\ 2 е х р (-г2д-2(1+(2с0г/Оа2)2) - 1]
4<o J  'eco«V*ео)0 l  +  (2c0z/Qa2)

(19)

Приведем графическое сравнение спектров низкочастотного сигнала при 
сильном проявлении нелинейности в волне накачки (18) и случая слабой 
нелинейности (9).

Предположим, что поперечное распределение поля на излучателе 
гауссово, а на входе задан нормальный случайный процесс с корреляцион­
ной функцией /? (т)= о2 ехр [-0 ,5 (Д т)‘“] cos о)0т. Тогда для корреляцион­
ных фупкций огибающей и квадрата огибающей имеем [7]:

<А (t+r)A (0>=0,5яа2[ 1 + ( - L )  *е~м+ £  (-(2~  ^  ‘ е-”™]
го—2 \6ГП) ..

(20)
<Л2(/+ т )Л 2(0 > = 4 о 4[1+ ^"(ЛТ)2].

Используя (19), (20) и (5) можно построить спектры низкочастотного 
сигнала при слабой и сильной нелинейности (фиг. 3). С переходом к силь­
ной нелинейности наблюдается увеличение ширины спектра и смещение 
его максимума в сторону высоких частот.

Авторы выражают благодарность О. В. Руденко за формулировку про­
блемы и полезные обсуждения результатов.
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