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Исследованы характерные особенности излучения безграничной 
тонкой упругой пластины, соприкасающейся одной стороной с акусти­
ческим полупространством, а другой -  упругим ребром жесткости.
Для рассматриваемой системы получепы условия статической устойчи­
вости. Показано, что наличие упругого подкрепляющего ребра при­
водит к появлению конечного числа собственных частот системы, 
а также исследованы ее характерные режимы излучения.

Исследуются вынужденные колебания неограниченной топкой упругой 
пластины, соприкасающейся одной стороной с полупространством, запол­
ненным сжимаемой жидкостью, а другой — подкрепленной ребром жест­
кости. Последнее представляет собой упругую полосу, поперечное сечение 
которой — сильно вытянутый в направлении, перпендикулярном пластине, 
прямоугольник. Внешние нагрузки считаются приложенными к свободно­
му торцу ребра жесткости и периодически изменяются по координате 
вдоль ребра. Для жидкости принимаются уравнения акустического при­
ближения.

Изгибные колебания упругих элементов системы описываются уравне­
ниями теории тонких пластин Кирхгофа — Лява, а тангенциальные — 
уравнениями теории обобщенного плоского напряженного состояния. Как 
будет показано, в описанной системе возможно появление конечного числа 
собственных частот, обусловленное тем, что на низких частотах не проис­
ходит излучения колебательной энергии на бесконечность. Предположим, 
что упругие элементы статически преднапряжеиы, что известным образом 
[1] будет отражено в уравнениях изгиба пластины и ребра. Внешние ди­
намические нагрузки приложены к свободному торцу подкрепляющего 
ребра и их зависимость от времени выражается множителем ех р (— ia>t)X 
XN(t)  (H(t) — функция Хевисайда).

Обозначим: р — плотность, Е — модуль Юнга, v — коэффициент Пуассо­
на материала пластины; R  — толщина пластины; соответствующие харак­
теристики подкрепляющей полосы будем помечать индексом «1»; Н — раз­
мер ребра в направлении, перпендикулярном пластине.

Введем систему координат, как показано на фигуре. Пусть вдоль сво­
бодного торца подкрепляющей полосы распределены вектор внешних уси­
лий Р и изгибающий момент Ми ось которого параллельна оси у. Дейст­
вие подкрепляющей полосы на пластину, принимая во впимание малость 
Я,, заменим распределенными вдоль прямой х= 0 , z= 0 усилием Q(г/, t) 
и моментом М (г/, £), причем нетрудно показать, что проекция вектора ТЛ 
на ось х равна Qyhl2, где Qv —проекция вектора Q на ось у. Так как в ис­
ходных уравнениях не учитываются члены порядка толщины пластины, 
то естественно полагать Мх(у, t)=0.
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С учетом сделанных замечаний выпишем систему уравнений и 
ных условий для рассматриваемой задачи. В области, занимаемой 
стью (z<0), примем уравнения акустического приближения

д2( р <?2ф д2ср 1 (9“ср д<р
+  — г----- г----- - =  О, р0= -родх2 ду­ де с2 dt 01 ’

где ф, р0 — акустический потенциал и акустическое давление, р0 
ность жидкости, с — скорость звука в ней. Условие отсутствия 
жидкости от поверхности пластины имеет вид

дф
dz 2=0

дш
dt

Здесь w — прогиб срединной плоскости пластины, уравнение 
которой

/<94и? о d'w , 34иЛ f 02w t 02w 0zw
+  +  т - ° Л —  + р ь —  =

гранич­
им дко-

( i)

— плот- 
отрыва

(2)

изгиба

дхг ду2 дуи / дх2 ' Оу2 r "  dt2 
■Ръ(х, У, 0, t) +Qz(y, t) 6 {х) -М у (у, t) 6' (х) ,

D = E  h3/ 12 ( l —v z) ,

(3)

где о*, оу — константы, характеризующие предварительное статическое 
растяжение (сжатие) пластины; Qz, Mv — проекции на соответствующие 
оси векторов Q, М; Ь(х), f)'(x) — дельта-функция и ее первая производная.

Тангенциальные деформации срединной поверхности пластины будем 
описывать уравнениями обобщенного плоского напряженного состояния:

Э I ди ( 
ддА дх

1—v

3i>\ 1 — V д /  ди  ̂ ди‘
) Х ' в ‘ а  +ду! 2 ду 'ду дх •1 х  dt3

1 - V д ! d u ^ d v \  ^ д / 

д х 'д у  д х '  д у '
1ди да)

2

V*

Eh
Q x(y,t)S{x)= О,

. .
( 4 )

+ — [Qv(yJ) б (x) +MZ(j/, t )6 '(x) ] = 0 ; X2= p  (1 - v 2) IE.
Eh

Здесь и, v — смещения точек срединной плоскости пластины вдоль осей 
х , у соответственно. Тот факт, что именно во второе уравнение (4) в пра­
вую часть включен сосредоточенный момент Л/г, будет пояспен ниже при 
рассмотрении условий совместности деформаций.

Для описания деформирования подкрепляющей полосы используем 
уравпения, аналогичные (3) и (4). Прогиб срединной плоскости ребра —
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Ui — удовлетворяет однородному уравнению вида (3), в котором отсутст­
вует член, содержащий о*. Тангенциальные смещения ии wt удовлетворя­
ют однородным уравнениям, аналогичным (4). К уравнениям деформиро­
вания подкрепляющей полосы следует добавить граничные условия на 
торцах, т. е. при z = //  и 2 = 0 , которые имеют вид [1]: при z=H

~ ° \ ~ ^  + ^1~Гт) =  М* (г/)ех p ( - m t ) H ( t ) ,'  dz2 dy~ '

x r  +  (2-Vi) ^ A  =  Px(,y)exp(-iat)H(t),
dzL dz2 dyL J

+  v, y ~) = Pz (if) exp ( - Ш )  II ( /) ,
1—v,  ̂ dz du /

E,h,
( + ~ r )  =  -P» (У) exP (~i® 0 11 (0 ;2 ( l+Vi) '  dy dz

при 2 = 0
n / 9 4 ±  92ut \  , лЧ

-D, [ + ( 2 - v-) | 5 - ] = e . с», о  -  ^  (*, о  -

/  дм?!
1 - v , 2

dz l dz2 dy
du.

d_

(5)

+  v.
dy

)  =  Qz(y,t),
E th.

2(l+vi) '  dy 
Д , = Я Л 7 1 2 (  1 -V i2) .

/  au>, 5y ,\ ,

Вообще говоря, при z= 0  можно было бы использовать не силовые усло­
вия (5), а кинематические. Однако в дальнейшем удобнее использовать 
первые. Отметим, что в (5) величины, стоящие в правых частях, неизвест­
ны. Для их определения понадобятся условия совместности деформаций 
пластины и подкрепляющей полосы, которые заключаются в том, что в 
каждой точке линии контакта равны векторы смещений срединных по­
верхностей пластины и полосы и что угол между касательными плоско­
стями к их срединным поверхностям остается неизменным в процессе де­
формирования системы.

В силу того что для описания изгиба упругих элементов системы при­
няты гипотезы Кирхгофа — Лява, смещение и{х, у, t) должно быть непре­
рывно по х при переходе через линию контакта пластины и полосы, так 
как в противном случае нарушалась бы гипотеза о недеформируемости 
нормали для подкрепляющей полосы. Именно этим обусловлен тот факт, 
что момент Мг включен во второе уравнение (4), наличие которого при­
водит к тому, что функция и(х, у, t) имеет разрыв первого рода на линии 
контакта (д;=0, 2=0). Предельные значения v+=v(+0y у, t ) y и~= 
= v ( —0, у , t) будем трактовать как смещение соответствующих лицевых 
поверхностей подкрепляющей полосы на краю z=0, откуда на основании 
гипотез Кирхгофа — Лява получим

Vi\z=0=(v++v-)/2, =(v+-v-) /hx.
dy z~ о

Остальные условия совместности деформаций имеют вид

К описанной выше системе уравнений необходимо добавить началь­
ные условия. Будем полагать, что в начальный момент система находи­
лась в покое.

Перейдем теперь к решению поставленной начально-краевой задачи. 
Предположим, что зависимость внешних нагрузок, а равно и всех искомых 
величин по координате вдоль ребра выражается множителем ехр (—г{5у),
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что позволит отделить переменную у во всех уравнениях. Далее, приме­
няя к уравнениям (1) —(3) преобразование Лапласа по переменной t 
и преобразование Фурье по координате х , найдем

д  — I
w (* iM )|w H ? A (P ,* ) ., т Н  = М У12(Р>$); (6)

ОХ 1.^0

a iL~i (ay^ s ) d a 4 }= 0,2;

L(a, р, 6*)=D(а2+ p2)2+OxЛаz+OyйpЧ-pfe52+poS2(а :l+32+ s2/c2)'",/̂
Здесь и везде далее для каждой из функций после отделения перемен­

ной у сохраняется прежнее обозначение, черта вверху обозначает транс­
форманту Лапласа соответствующей функции, 5 — параметр преобразова­
ния Лапласа. Нетрудно показать, что при любых вещественных а и р  
функция L(а , р, s ) вне прямых Re s=0f Im 5=0 не обращается в ноль. 
Далее, потребуем, чтобы выполнялось неравенство L (а, р, 0 )^0 , эго усло­
вие будет подробнее исследовано ниже. Перепишем его, используя (6), 
в виде

/>(а2+Р")2+ахАа2+0уЛр2̂ :О, а ^ ( —°о, +<»). (7)
Легко заметить, что dLjds>0 при 5>0, тогда из условия (7) в соответ­

ствии со сделанными выше замечаниями следует, что при Re 5>0 подын­
тегральная функция в выражениях для £ДР, s) (/=0, 2) не имеет особен­
ностей на контуре интегрирования. Откуда, согласно известной теоре­
ме [2], имеем: функции /ДР, s) регулярны в полуплоскости R es>0.

Пусть ?А+(р, 5 ), £*‘ (Р, $) -к о р н и  уравнения L (а , р, s )=  0 (£ (5 Д  
р, $ )= 0), причем в силу сделанных выше замечаний при R es>0 1ш£А*> 
>0, 1ш £/Г<0. Несложно показать, что число таких корней равпо шести, 
по три в каждой из полуплоскостей Im а ^ 0 . Применив лемму Жордана, 
получим

3

(£„+) ^ Л £ .Л М ) + Д , ( М )  (8)

^ ( P ,s ) =  ^ f a iL -‘(a ,p ,S)da
Го

Контур интегрирования Г0 лежит в полуплоскости Im a > 0  и охватывает 
разрез, определяющий однозначную ветвь функции L (a , р, s).

Далее, пусть при s-*-$° £**(£, где £*° — двукратная веществен­
ная функция L{a, р, 5°), иными словами £*° удовлетворяет уравнениям 
£ (£Л  Р> s°)=0 и Ьа'{^к0, р, s°)=0. Из теории ветвления корней нелиней­
ных уравнений [3] имеем

5**(Р, «) = & ± i b (s-s°) 'ь+О( s - s °),
Д Л Ь Ч Р . «), Р, s ] ~ ( s - s T + 0 ( s - s > )

«-►50, Re Ya>0.
Подставляя последние соотношения в (8) и учитывая, что ЯДр, s) регу­
лярна в окрестности точки 5°, получим

Z0(P, s)=const (s—s°)“v,+ 0 ( l ) ;

W  > ~ \ i + 0 [ ( s - s T l  b ° - 0 ;*-+*
Соотношения (9) указывают на то, что точка .5° является точкой вет­

вления функций Щ , s) (/= 0 , 2). Заметим, что в силу четности функций 
^(Р, 5) по своим аргументам точка —5° также является точкой ветвления. 
Согласно сделанным выше замечаниям, при условии (7) все точки вет­
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вления функций Zj(p, s) лежат на мнимой оси, причем всегда существует 
хотя бы две (отличающиеся знаком) точки ветвления и число таких точек 
конечно при любых допустимых значениях параметров задачи. Однознач­
ные ветви функций /ДР, s) выделим с помощью разрезов вдоль лучей [5°, 
+*°°), [ —5°, —i<x>) и условий Zj(P, 5 )> 0  при s>0.

Рассмотрим описанную выше безграничную пластину, покрывающую 
акустическое полупространство. Нормально к поверхности пластины вдоль 
оси у действует заданная нагрузка Q(y , Z), периодическая по пространст­
венной координате ((?(*/, t )=Q(t)  exp (—ifyy)). Тогда прогиб пластины 
в точках приложения нагрузки можно представить в форме

«оо+Хф

(®, М ) I *=0 =  т г т  j  Q(s)l0($,s)cxv(st)ds, (10)

где Q(s) — трансформанта Лапласа заданной функции Q(t).
Теперь предположим, что условие (7) нарушено, тогда имеется по 

крайней мере пара вещественных точек ветвления функции Z0(P, s ), кото­
рые обозначим ±5,° (s.°>0). В этом случае, согласно теории преобразова­
ния Лапласа, необходимо положить Х0>6',°. Далее, применяя асимптоти­
ческие методы и учитывая соотношения (9), нетрудно показать, что при 
t-+oo w(x , р, Z)U-o=0[ZTexp (s.°t)]y где показатель степени ^ определяется 
значениями функции Q(s) и со производных в точке $Л Т. е. при любой 
не равной тождественно нулю функции Q(t) прогибы пластины (можно 
показать, что такой характер поведения имеет место по всей поверхности 
пластины) экспоненциально растут во времепи. Будем трактовать такую 
ситуацию как потерю статической устойчивости, сопровождающуюся jJ-ne- 
рнодическим деформированием пластины вдоль оси у.

Везде далее будем полагать, что условие (7) — условие статической 
устойчивости выполнено. Положим теперь Q(t)=QQexj) (—mt)FI(t) ; тогда, 
если о таково, что точки ± ш  являются точками ветвления функции 
МР, s), то подынтегральная функция в (10) ведет себя как (s+ia>)“* при 
5-*-—«о. Откуда нетрудно показать, что амплитуды прогибов, а равно 
и давление в жидкости нарастают со временем пропорционально t',a. В ос­
тальных случаях решение ограничено во времени и при £-*-°° его можно 
представить в виде

(Ху ( М ) = е х р ( —Ш )  ^  j  L ~ l (ccy р, —Zw)exp(—i a x ) d a ,  ( И )w
2л

ф(ж, М )  =  e x p ( - i o i )  ~2 ~j J  (а2+р2-о»7с2)-*Х

XL"1 (а, Р, — Zco)exp[z(a2+p2—oVc2)7' —iax]da.
Пусть теперь в (7) имеет место строгое неравенство, что возможно 

только в случае р=^0. Исследуем особенности функции L (а, р, s) па ве­
щественной оси 1ш а= 0 , когда s пробегает ось Re 5=0. В соответствии со 
сделанным ограничением из того, что при <о>0 д Ц а, р, —  т ) / д ( о < 0 у  сле­
дует — пайдется такое со0 (со°<ср) что при со<о)° Ь{а , р, —гсо)>0 при лю­
бом а ^ ( —оо, +<*>), а при со=а)° уравнение L(a, р, — ie>°) = 0  имеет двукрат­
ный вещественный корень. Очевидно, что точки 5=±ico° являются наи­
меньшими по модулю точками ветвления функций /ДР, 5). Далее при 
со°<ю<ср функция L(cCy р, —гео) имеет па положительной части вещест­
венной оси (1ш а = 0 ) от одного до трех вещественных нулей, число кото­
рых зависит от соотношения параметров системы. В частности, при ох̂ 0 ,  
а„^=0 число таких нулей равно одпому и имеется лишь пара точек ветвле­
ния функций Z;(p, 5 ). Появление и уход с вещественной оси каждого из 
корней сопровождается появлением точки ветвления фупкций Zj(p, 5 ). 
При со=ср на вещественную ось (1 т а = 0 )  выходят точки ветвления 
функции L(а, р, — го>), которые определяются выражением ±(а>2/с2—р2)7* 
(<о>ср). Разрезы, определяющие однозначную ветвь, проведены от течки 
ветвления + (<о2/с2—р2)7* до точки +Z«> и от точки — (со2/с2—р2) Л до — /°°.
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При больших (!) единственными особенностями на вещественной оси 
( lin a = 0 ) функций, стоящих иод знаком интеграла в (11), являются два 
однократных полюса ±£0 и две точки ветвления. Б соответствии со сделан­
ными замечаниями получаем вид контура интегрирования Г. Он почти 
всюду совпадает с вещественной осью и отклоняется от нее, обходя снизу 
точку ветвления +(o)2/ ^ —pO/j (при со>ср) и те корни уравнения 

(3, — «о)=0, для которых д^/д<й>0, сверху обходятся точка ветвле­
ния — (о 2/с2—р2)7' и те корни, для которых д^к/д(о<0.

Применяя асимптотические методы к выражениям (11), несложно по­
казать, что при со^[0, ы")

w(x, р, t )~ exр (—/о)^—е[лг|),

(р(х, [}, 2 , £)~exp (—m t —е |х\ +8iz),

е, е,>0, £-*-±00, Z-+—00

т. о. колебания в системе при больших t локализованы в окрестности ли­
нии приложения нагрузки. При о)°<о)<с^ (±гсо не являются точками вет­
вления функций Z,(p, s ) )' имеются однородные поверхностные волны, а по­
тенциал экспоненциально убывает с глубиной, иными словами излучение 
энергии происходит лишь за счет поверхностных волн. При (i)>cji (±/о> 
не являются точками ветвления функций /;(р, s) ) наряду с поверхностны­
ми волнами существуют волны, излучаемые в глубину жидкости.

Необходимо отметить, что сформулированные результаты получены 
для пластины Кирхгофа — Лява, покрывающей акустическое полупрост­
ранство и нагруженной вдоль прямой (ее совместим с осью у) нормаль­
ной нагрузкой вида Q0 exp (—Щ —Ш ) H(t) . Эти результаты будут спра­
ведливы и для неосесимметрнчных мод колебаний круговой цилиндриче­
ской оболочки, погруженной в сжимаемую жидкость. Кроме того, аналогич­
ные результаты были получены в работах [4, 5 ] , где асимптотическими 
методами исследовались вынужденные колебания с большой изменяемо­
стью замкнутой оболочки вращения, помещенной в сжимаемую жидкость.

Решение задачи о тангенциальных колебаниях пластины строится со­
вершенно аналогично решению задачи об изгибных колебаниях. Результа­
ты сводятся к следующим. Пусть пластина нагружена тангенциальными 
усилиями Qxв exp (—1$у—Ш )Н(1)у Qy0exр (нагружение
вдоль оси у), тогда в пределе при t-+<x> имеем: при сое[0, р( l+ v )vV2 Я) 
колебательный процесс локализован вблизи линии приложения нагрузки; 
при (i)>P(l+v),/,/2v,X имеется однородная волна, переносящая энергию на 
бесконечность; в случае a )= p (l+ v ),/*/2,/:X или о=р/Я наблюдается резонанс 
с ростом амплитуды колебаний пропорционально t4>.

Решение задачи об изгнбпом и тангенциальном деформировании под­
ав л я ю щ ей  пластины после применения преобразования Лапласа и отде­
ления переменной у сводится к решению краевых задач для обыкновен­
ных дифференциальных уравнений. Спектральное соотношение задачи из­
гиба обозначим /i(p, s ), а задачи о тангенциальном деформировании — 
Д,(Р, s) . Они являются целыми функциями комплексного переменного s, 
вещественнозначными на прямых Re$=0, Im 5=0. Пули этих функций 
(р фиксировано) определяют собственные значения соответствующих 
краевых задач. Вследствие того что в уравнения обобщенного плоского 
напряженного состояния не входят члены, учитывающие предварительное 
статическое напряжение,' все корни уравнения Ai(p, х)=0 лежат на оси 
Re s=О, а наличие таких членов в уравнении изгиба приводит к тому, что 
функция /|(р, s) может иметь конечное число вещественных нулей. Реше­
ние в трансформантах Лапласа задач об изгибном и тангенциальном де­
формировании подкрепляющего ребра выражается в виде линейных ком­
бинаций составляющих вектора Р и момента Mi (известные функции пе­
ременной t), а также составляющих трансформант Лапласа неизвестных 
векторов контактных усилий Q и М.

Подставив полученные решения в условия совместности деформаций 
пластины и подкрепляющего ребра, предварительно применив к  послед­
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ним преобразование Лапласа, приходим к линейной алгебраической систе­
ме относительно трансформант Лапласа компонент векторов Q и М. Эта 
система распадается па две подсистемы, определители которых обозначим 
d, и d2, причем dt зависит от h, a d2 от Дь

Положим oj.=min (со0, $(i+v)'h/24%) (наименьшая частота с которой 
в системе акустическое полупространство — пластина — подкрепляющее 
ребро имеет место излучение энергии па бесконечность), тогда на вещест­
венной оси (lm s= 0) и на отрезке мнимой оси (Не 5=0), заключенном 
между точками ±ш*, определители d, и d2 вещественпозначны. Доказано, 
что d2 не обращается в ноль на вещественной оси, a d,, вообще говоря, 
может иметь конечное число вещественных нулей, что обусловлено воз­
можностью смены знака функции /, на вещественной оси. Таким образом, 
для обеспечения статической устойчивости системы необходимо требовать 
отсутствия вещественных корней уравнения d, (р, 5 ) = 0  (0 фиксировано).

Далее, уравнения di(P, ш)=0,  d2([J, ico) = 0  могут иметь конечное число 
вещественных корней в интервале [—со., + с о ,] , которые являются собст­
венными частотами системы. Из уравнения d,(p, ш )= 0  находим собствен­
ные частоты, обусловленные резонансом нзгибных колебаний подкрепляю­
щего ребра, а из другого уравнения — связанные с тангенциальными резо­
нансами. Действительно, когда частота вынужденных колебаний о><о>., 
не происходит излучения колебательной энергии на бесконечность пи по 
пластине, покрывающей жидкость, ни в глубину жидкости.

Сформулируем окончательные выводы для системы жидкость — пла­
стина — подкрепляющее ребро.

При развитом во времени процессе вынужденных колебаний в случае, 
когда: частота вынужденных колебаний совпадает с собственной частотой 
системы, тогда и только тогда наблюдаются резонансные явления с нара­
станием амплитуды колебании пропорционально времени, причем число 
собственных частот конечно и все они лежат в интервале [—о)., +со.]; 
частота колебаний лежит в пптервалс [—оь, +со.] и не совпадает ни с од- 
пой из собственных частот, колебательный процесс ограничен во времени 
и локализован вблизи подкрепляющего ребра; частота колебаний больше 
со., но не превосходит колебательная энергия переносится на бесконеч­
ность лишь поверхностными волнами, излучение в глубину жидкости от­
сутствует; частота вынужденных колебаний больше энергия излучает­
ся как по пластппе, так и в глубину жидкости.

Следует отметить, что появление собственных частот в системе обу­
словлено, с одной стороны, характером излучения воли в системе жид­
кость — пластина, который определяется соотношением между со, с  и 
а, с другой — резонансными явлениями и подкрепляющем ребре. Таким 
образом, рассмотрение в качестве подкрепляющего элемента бесконечной 
упругой балки не приведет к обнаружению собственных частот.
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